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Résuḿe :
Cet article propose une méthode générique d’inférence

avec des règles implicatives graduelles et des entrées
floues sur deux dimensions. Les règles graduelles per-
mettent de représenter des contraintes sur un ensemble de
possibles et sont très intéressantes pour leur capacitéd’in-
terpolation. Nous proposons une méthode d’inférence
basée sur la notion de système bien conditionné. Elle
s’appuie sur l’inférence à partir d’entrées rectangulaires
dont le calcul s’avère simple. Elle utilise une double
décomposition : par partitionnement pour se ramener
à une inférence locale et parα-coupes pour simplifier
l’entrée floue par un ensemble d’entrées rectangulaires.
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Abstract:
A general approach to practical inference with gradual

implicative rules and 2D fuzzy inputs is presented. Gra-
dual rules represent constraints restricting outputs of a
fuzzy system for each input. They are tailored for inter-
polative reasoning. Our approach to inference is founded
on the use of well-conditioned fuzzy systems. It is based
on the computation of the fuzzy output under an interval-
valued input. A double decomposition of fuzzy inputs is
done in terms of partitioning in order to infer locally and
in terms ofα-cuts to simplify the fuzzy input.
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La logique floue, interface entre le sym-
bolique et le numérique, est bien connue
pour ses capacités de représentation de la
gradualité des concepts. Historiquement, les
systèmes d’inférence floue ont été conçus pour
modéliser des lois de commande [6] à par-

tir de connaissances expertes. Ces systèmes
étaient représentés par des ensembles de règles
”si . . . alors . . .”, sous la forme d’une agrégation
disjonctive. La défuzzification des sorties floues
est une étape essentielle de ces systèmes qui
voile la grande imprécision des sorties floues,
et notamment le fait surprenant que plus on
déclenche de règles plus l’imprécision s’ac-
croı̂t. En ne considérant que des règles à conclu-
sions précises, les systèmes de Takagi-Sugeno
modélisent plus directement des fonctions non-
linéaires identifiables à partir de données, où
l’interprétabilité n’est plus nécessairement le
facteur essentiel.

Notre motivation dans cette étude est la
représentation de connaissances expertes pour
le diagnostic prédictif de processus alimen-
taires. Dans ce cadre, on cherche des systèmes
d’inférences flous interprétables, qui puissent
accepter des entrées imprécises. L’étape de
défuzzification n’est alors plus justifiée, mais
on souhaite néanmoins des conclusions suffi-
samment informatives. Il est alors naturel de
s’intéresser à des systèmes de règles floues ex-
primant des contraintes (c’est à dire des im-
plications) qui s’agrègent de façon conjonc-
tive. Nous avons présenté dans [5] les nom-
breux avantages des règles implicatives par
rapport aux règles conjonctives en matière de



comportement naturel du raisonnement. Les
règles implicatives graduelles ont des propriétés
intéressantes d’interpolation [3] et sont com-
patibles avec la logique. Parmi ces règles, les
plus intéressantes en pratique utilisent l’impli-
cation de Goguen, car le résultat d’inférence
est continu, et celle de Resher-Gaines, car elle
produit un ensemble non flou en sortie qui
représente le noyau de la conclusion floue ob-
tenue avec n’importe quelle implication gra-
duelle. Les règles implicatives sont adaptées à
la modélisation de contraintes, elles permettent
donc de représenter des connaissances expertes
[8].

Toutefois on s’est dans le passé relative-
ment peu intéressé à développer des méthodes
d’inférence propres à ce type de système,
en présence d’entrées floues, en partie parce
que cela pose des problèmes de calcul pra-
tiques. Nous avons déjà développé dans [4]
une méthode efficace d’inférence à une dimen-
sion. Dans cet article, nous généralisons notre
méthode d’inférence à une dimension au cas bi-
dimensionnel.

La suite de l’article est organisée comme suit.
La section 1 rappelle les caractéristiques des
règles implicatives. Le mécanisme d’inférence
est discuté dans la section 2. Ensuite, nous rap-
pelons le principe de notre algorithme de sim-
plification de l’inférence en section 3. Pour finir,
nous verrons en section 4 comment peut s’effec-
tuer l’inférence en deux dimensions.

1 Règles implicatives

Selon Zadeh [9], chaque élément de connais-
sance est considéré comme une restriction sur
un ensemble de possibles. C’est le cas pour les
règles floues implicatives.

Raisonner avec des règles implicatives peut être
vu comme une application directe des théories
de Zadeh sur le raisonnement approché et
constitue une extension de la logique classique.
Au modus ponensA ∧ ( A → B ) |= B de
l’inférence logique correspond le modus ponens

généralisé [7] :A′ ∧ ( A → B ) |= B′, où
|= représente l’inférence logique. Ce qui signi-
fie que d’un fait approchéA′ et de l’implication
A → B, considérés comme des contraintes, on
est capable de déduire un ensemble flouB′ de
valeurs possibles défini par :

µB′(v) = supu∈U µA′(u)>(µA(u) → µB(v))

B′ restreint de façon certaine la valeur de la
variable de sortie. L’agrégation de ces règles
se fait de manière conjonctive car des valeurs
considérées comme possibles par une règle
peuvent être interdites par d’autres règles : plus
on déclenche de règles plus les conclusions se-
ront précises.

Il existe différents types de règles implicatives
dont les principales sont les règles à certitude
et les règles graduelles. Dans cet article, nous
étudierons exclusivement les règles graduelles.
Les opérateurs de conjonction> et d’implica-
tion → sont alors liés. Le comportement des
règles implicatives graduelles,« plusX estA,
alors plusY estB », dépend de l’implication
choisie. Nous considerons ici les implications
suivantes :

a → b =

{

1 si a ≤ b
0 sinon (Resher-Gaines)

a → b =

{

1 si a ≤ b
b sinon (Gödel)

a → b =

{

min(1, b/a) si a 6= 0
1 sinon (Goguen)

2 Le mécanisme d’inf́erence

Dans le cas de plusieurs règles implicatives, la
sortieB′ est donnée par :

B′ = A′ ◦
n
⋂

i=1

(Ai → Bi) (1)

où ◦ est l’opérateur de compositionsup-
>. LorsqueA′ est une entrée imprécise, les
opérateurso et

⋂

ne peuvent commuter, c’est



0
U

1

α

µA

Condition de la règle
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Figure 1 – Inférence avec une règle implicative
graduelle et une entrée précise

à dire qu’on ne peut plus raisonner règle à
règle. Ceci est déjà vrai en logique classique :
si on a des règles classiquesAi → Bi, i =
1, . . . , n et un fait disjonctifAi ∪ Aj , on vérifie
que l’équation (1) fournit la conclusion atten-
due Bi ∪ Bj alors que pour chaque règlek,
(Ai ∪ Aj)o(Ak → Bk) ne restreint pas les va-
leurs possibles de la conclusion.

Mais, d’un point de vue calculatoire il est
beaucoup plus simple de faire de l’inférence
règle à règle et d’agréger les résultats, ce
qui est impossible ici. Raisonner sur des
faits imprécis avec des règles floues sur des
référentiels numériques n’est donc pas un
problème trivial. Nous avons présenté dans [4]
un algorithme d’inférence à une dimension,
basé sur l’indépendance inférentielle (appelé
aussi système bien conditionné) et une double
décomposition. Rappelons que l’indépendance
inférentielle permet de simplifier le calcul de
l’inférence pour des entrées dans les noyaux.
Un système de règlesAi → Bi est bien condi-
tionné s’il comprend la règleAj → Bj et si
l’on retrouve le faitBj en sortie quand on a le
fait Aj , ∀j = 1, . . . , n en entrée :

Aj ◦
⋂

i=1,...,n

(Ai → Bi) = Bj

Nous avons démontré dans [4] que cette pro-
priété est vraie notamment pour des partitions
floues fortes en entrée (telles que sur la figure
2). Dans ce cas, avec les implications de type

Gödel et Goguen on a bienA◦
⋂

i (Ai → Bi) =
Bj dès queA ⊆ Aj ; en particulier pour une
entrée préciseA = {x0} dans le noyau deAj.
Pour les règles de type Resher-Gaines, la sortie
est égale au noyau deBj dans ce dernier cas.
Ces résultats sont valables quelle que soit la di-
mension de l’espace des entrées.

3 Simplification d’une entrée floue
par décomposition

Nous avons utilisé deux décompositions suc-
cessives dans [4] pour simplifier le mécanisme
d’inférence. On notera que cette simplification
est possible grâce au principe suivant pour une
relation floueR :

(A ∪ A′)oR = (AoR) ∪ (A′oR)

L’inférence de l’union de deux ensembles flous
est égale à l’union de leurs inférences. Nous
allons utiliser ce principe pour décomposer
l’entrée à inférer en parties pour lesquelles
l’inférence est simple.

– Décomposition par partitionnement : cette
décomposition sert à isoler les noyaux de la
partition d’entrée de ses supports (cf. figure
2). On se ramène alors à une inférence locale
sur des intervalles notésEk, k = 1, . . . , p

0
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E1 E2 E3 E4 E5

U

Figure 2 – Décomposition par partitionnement

– Décomposition parα-coupes : on décompose
l’entrée floueA′ par M α-coupes comme le
montre la figure 3 :

A′ ⊆
⋃

j=1,...,M αjAαj

Dans le cas monodimensionnel, on a donc
la relation suivante pour l’entrée floueA′

décomposée sur les différents intervallesEk de
la partition et parα-coupes :
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Figure 3 – Décomposition parα-coupes

A′ '
⋃

k=1,...,p

(

⋃

j=1,...,M(αj(Ek ∩ Aαj
))

)

oùp est le nombre d’intervallesEk. La sortieO′

correspondante sera donc égale à :

O′ =
⋃

α

(

α>(
⋃

k=1,...,p O′
k)

)

avecO′
k = (Ek ∩ Aα)oR. > est la t-norme liée

à l’implication résiduée concernée. Grâce à la
décomposition par partitionnement, nous obte-
nons des zones où l’influence de la partition est
limitée à deux de ses éléments au plus par di-
mension. De plus, grâce à la décomposition par
α-coupes, nous obtenons des entrées rectangu-
laires de niveauα.

– Inférence monodimensionel avec une entrée
rectangulaire[il, ir] de niveauα : l’ensemble
de sortie inféré est donné par [4] :

µO′(y)=α> sup
il≤x≤ir

min
(

µAi
(x) → µOi

(z),

µAi+1
(x) → µOi+1

(z)
)

Le calcul de la sortie pour une entrée rectan-
gulaire est immédiat et dépend de l’implica-
tion choisie : Resher-Gaines, Gödel ou Go-
guen.

4 Inf érence 2D

Nous nous limiterons ici à une inférence à par-
tir d’entrées floues dans le cas bidimensionnel
avec Resher-Gaines. Les règles sont de la forme
Ak ∧ Bl → Ok,l. Une double décomposition
est faite comme expliqué précédemment pour
chaque entrée floue (décomposition par parti-
tionnement, décomposition parα-coupes avec
α identique dans chaque dimension).

Par conséquent, la sortie inférée est le résultat
d’une double union :

O′ =
⋃

k,l=1,...,p

(

⋃

j=1,...,M

(αj>O′
k,l)

)

(2)

où> est la t-norme de l’implication résiduée et
⋃

est le maximum. Dans (2),O′
k,l est le résultat

de l’inférence des entrées rectangulaires.Aαj
et

Bαj
décomposés respectivement sur les inter-

vallesEk etFl des 2 partitions d’entrée.

Considérons l’inférence à partir d’entrées rec-
tangulaires de niveauα dans chaque dimen-
sion. Est-il suffisant d’inférer à partir de chaque
borne des entrées rectangulaires afin d’obte-
nir les bornes de la sortie ? Cette question se
ramène à des problèmes de continuité et de mo-
notonie de la sortie. Nous allons examiner les
différentes étapes de la procédure.

4.1 Partitions de sortie d’un syst̀emeà deux
dimensions

Dans cette section, nous nous intéressons au
choix de la partition de sortie. Soit par exemple
des partitions d’entrée fortes (cf. figure 4) et le
système de règles suivant :

– SiX estA1 etY estB1 alorsZ estO1,1

– SiX estA1 etY estB2 alorsZ estO1,2

– SiX estA2 etY estB1 alorsZ estO2,1

– SiX estA2 etY estB2 alorsZ estO2,2

Afin de préserver la cohérence de la base de
règles [2] et l’interprétabilité des partitions de
sortie, nous choisissons la partition de sortie (cf.
figure 5) afin que leur intersection ne soit pas
vide et queO1,1 et O2,2 forment une partition
forte [1].

A1 A2

1 2 3 00

1 1
B1 B2

1 2 3U V

Figure 4 – Partitions d’entrée 2D
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Figure 5 – Partition de sortie respectant la
cohérence et l’interprétabilité du système
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Figure 6 – Zones définies par les partitions
d’entrées

4.2 Inférence 2D pour une entŕee pŕecise

Avec les partitions fortes, il y a trois situations
différentes selon la position de l’entrée précise
(cf figure 6). Par la suite, nous noteronso−(α)
la plus petite des deux abscisses deW (univers
de sortie) dont le degré d’appartenance àO est
α. La plus grande est notéeo+(α) (cf. figure 5).

– Zone 1 : Les deux entrées appartiennent aux
noyaux des ensembles flousAk dansU et
Bl dansV . Dans cette situation, il est pos-
sible d’inférer directement la sortie grâce à
l’indépendance inférentielle des règles. Cette
sortie est égale àNoyau(Ok,l) pour l’ impli-
cation de Resher-Gaines.

– Zone 2 : l’entréex se situe sur le noyau deAk

et l’entréey se situe entre les noyaux deBl

et Bl+1, ou vice-versa. Par conséquent, deux
règles sont déclenchées :Ak ∧ Bl → Ok,l et
Ak ∧ Bl+1 → Ok,l+1 ou Ak ∧ Bl → Ok,l et

Zone 3.1 3.2 3.3 3.4

min(α1, α2, β1, β2) β1 α1 β2 α2

Tableau 1 – Propriétés de chaque zone

Ak+1 ∧ Bl → Ok+1,l .
– Zone 3 :x ety sont entre les noyaux de deux

ensembles flous adjacents dansU etV (cf. fi-
gure 7). Quatre règles sont activées dans cette
configuration qui est la plus complexe.

Tout d’abord, nous traiterons la zone 3 puisque
la zone 2 n’est en fait qu’un cas particulier de
celle ci.

Zone 3. Etant donné une entrée précise,
nous pouvons calculer la sortie de Resher-
Gaines [1], qui est un intervalle défini par sa
borne inférieurezmin et sa borne supérieure
zmax. Les sous-zones de la zone 3 sont
définies sur la figure 7 selon la valeur
de m = min(α1, α2, β1, β2), où
α1 = 1 − α2, β1 = 1 − β2. Le tableau
1 donne la valeur dem pour chaque zone. Nous
détaillons l’inférence dans la zone 3.1. Dans la
zone 3.1, la borne inférieurezmin peut provenir
de 4 règles :

– A1∧B1 → O1,1 nous donne la borneo−1,1(β1)
puisqueβ1 est plus petit queα1.

– A1∧B2 → O1,2 nous donne la borneo−1,2(α1)
puisqueα1 est plus petit queβ2.

– A2∧B1 → O2,1 nous donne la borneo−2,1(β1)
puisqueβ1 est plus petit queα2.

– A2∧B2 → O2,2 nous donne la borneo−2,2(α2)
puisqueα2 est plus petit queβ2.

Puisque l’agrégation des règles est conjonctive,
la borne inférieurezmin est la plus grande de ces
bornes.

zmin = max(o−1,1(β1), o
−
1,2(α1), o

−
2,1(β1), o

−
2,2(α2))

o−1,1(β1) est toujours la plus petite puisque son
maximum est la plus petite abscisse du noyau
de O1,1. De plus,o−2,1(β1) est plus petite que
o−2,2(α2) car β1 < α2. Par conséquent la borne
inférieure se simplifie en :



Zone Borne inférieurezmin Borne supérieurezmax

3.1 max(o−1,2(α1), o
−

2,2(α2)) min(o+
1,1(β1), o

+
1,2(α1))

3.2 max(o−2,1(β1), o
−

2,2(β2)) min(o+

1,1(α1), o
+

2,1(β1))

3.3 max(o−2,1(α2), o
−

2,2(β2)) min(o+

1,1(α1), o
+

2,1(α2))

3.4 max(o−1,2(β2), o
−

2,2(α2)) min(o+
1,1(β1), o

+
1,2(β2))

Tableau 2 – Intervalles de sortie de la zone 3

zmin = max(o−1,2(α1), o
−
2,2(α2))

De la même manière, on
calcule la borne supérieure
zmax = min(o+

1,1(β1), o
+

1,2(α1), o
+

2,1(β1), o
+

2,2(α2))
qui se simplifie de même en :
zmax = min(o+

1,1(β1), o
+

1,2(α1)).

Le tableau 2 récapitule les résultats pour toutes
les sous-zones de la zone 3.

Zone 2. La zone 2 peut être vue comme un cas
particulier de la zone 3. Il existe 4 zones adja-
centes aux zones 3.1,3.2, 3.3 et 3.4 (cf. figure
7). Les sorties de la zone 2 sont résumées dans
le tableau 3 :

Area Borne inférieurezmin Borne supérieurezmax

2.1 max(o−1,2(α1), o
−

2,2(α2)) o+

1,2(α1)

2.2 max(o−2,1(β1), o
−

2,2(β2)) o+

2,1(β1)

2.3 o−2,1(α2) min(o+
1,1(α1), o

+
2,1(α2))

2.4 o−1,2(β2) min(o+

1,1(β1), o
+

1,2(β2))

Tableau 3 – Intervalles de sortie de la zone 2

4.3 Continuité des bornes de la sortie
inf érée

Dans cette section, on étudie si l’évolution
des bornes de la sortie est continue lorsque
les entrées passent d’une zone à une autre.
La figure 7 montre toutes les transitions pos-
sibles. La zone 3 est le cas le plus général.
Commençons par la transition concernant les
zones 3.1 et 3.2. Cette transition a lieu lorsque
α1 = β1 et α2 = β2. La borne inférieurezmin

devient alors :

A1
A2

B1

1 1

1 1

U

V

3.23.42.4

3.3

2.1

2.2

2.3

B2

3.1
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α2

1

β1β2

y

x

Figure 7 – Différentes sous-zones en entrée

– zmin3.1 = max(o−1,2(α1), o
−
2,2(α2))

– zmin3.2 = max(o−2,1(β1), o
−
2,2(β2))

Puisqueα1 = β1 < α2 = β2, zmin3.1 = o−2,2(α2)
et zmin3.2 = o−2,2(β2). Par conséquent, nous ob-
tenonszmin3.1 = zmin3.2 carα2 = β2.

Considérons à présent la borne supérieure
zmax :
– zmax3.1 = min(o+

1,1(β1), o
+

1,2(α1))
– zmax3.2 = min(o+

1,1(α1), o
+

2,1(β1))
Nous avons alorszmax3.1 = o+

1,1(β1) et
zmax3.2 = o+

1,1(α1). Puisqueβ1 = α1, nous ob-
tenonszmax3.1 = zmax3.2. On constate donc que
les bornes de la sortie inférée sont continues
entre les zones 3.1 et 3.2. De la même manière,
les transitions entre les zones(3.2,3.3), (3.3,3.4)
et (3.4,3.1) sont continues.

De plus, pour le point unique à l’intersection
des 4 zones, la continuité est aussi garantie. En
effet, ce point correspond aux niveauxα1 =
α2 = β1 = β2. La borne inférieure est alors
égale ào−2,2(α2) pour chaque zone et la borne
supérieure est égale ào+

1,1(α1).

Puisque la zone 2 et la zone 1 ne sont que des
cas particuliers de la zone 3, les bornes de la
sortie sont aussi continues pour ces zones.
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Figure 8 – Sortie en fonction deα1

4.4 Points anguleux

Seule une variation continue etmonotone
du système en fonction de l’entrée assure
que le résultat de l’inférence est l’enveloppe
convexe des sorties inférées à partir des bornes
des entrées rectangulaires. Nous devons donc
détecter les points anguleux et les prendre en
compte dans le processus d’inférence. Un point
anguleux est obtenu si les deux fonctions qui
définissent une borne de la sortie (tableau 2)
évoluent en directions opposées et se croisent.

Par exemple, sur la figure 8, un point anguleux
apparaı̂t pour la borne inférieure de la zone 3.1.
Dans cette zone, la borne inférieure est égale
àmax(o−1,2(α1), o

−
2,2(α2)), oùo−1,2(α1) est crois-

sante eto−2,2(α2) décroissante. Il y a donc un
point anguleux lorsqueo−1,2(α1) = o−2,2(α2).
Comme les ensembles flousO1,2 et O2,2 sont
connus, nous pouvons facilement trouver le ni-
veauα1 qui correspond à ce point anguleux.

En fait, un point anguleux apparaı̂t pour chaque
zone sur une seule borne au plus, comme nous
pouvons le voir dans le tableau 4.

Si on résume le processus d’inférence en deux
dimensions, il est nécessaire de :

– Décomposer chaque partition d’entrée afin de

Zone Borne inférieure Borne supérieure

3.1 o−1,2(α1) = o−2,2(α2) Non

3.2 o−2,1(β1) = o−2,2(β2) Non

3.3 Non o+
1,1(α1) = o+

2,1(α2)

3.4 Non o+
1,1(β1) = o+

1,2(β2)

Tableau 4 – Conditions conduisant à des points
anguleux selon la zone

séparer les noyaux des zones intermédiaires.
– Décomposer chaque entrée floue parα-

coupes afin de considérer chaque entrée floue
comme un ensemble d’entrées rectangulaires
de niveauα.

– Pour chaque entrée rectangulaire de niveauα,
il faudra :
– Inférer à partir de chaque borne des entrées

rectangulaires de niveauα.
– Tester s’il existe des points anguleux

qui correspondent à des valeurs d’entrée
comprises dans l’entrée rectangulaire
considérée.

– Inférer à partir de toutes les valeurs
conduisant à des points anguleux afin de
former une union de sorties monotones.

– L’enveloppe convexe de toutes les sorties
inférées ainsi est la sortie inférée pour cette
entrée rectangulaire.

– L’union des sorties calculées pour toutes les
entrées rectangulaires est le résultat final.

Une étude en cours s’appuie sur cette méthode
pour modéliser un système de fabrication fro-
magère. Dans cette application, il est important
de pouvoir considérer des entrées floues car les
données issues des capteurs ont une imprécision
assez forte. Les experts du domaine connaissent
certaines relations entre les variables de ce
système. C’est pour cette raison que le choix
des règles implicatives est naturel car celles-
ci sont adaptées à la modélisation de connais-
sances expertes. De plus, lorsque nous utilisons
des systèmes de règles chaı̂nées, inférer à partir
d’entrées floues nous permet de propager cette
imprécision.



5 Conclusion

Cet article propose une méthode efficace (com-
plexité linéaire en fonction du nombre d’α-
coupes pour un système bidimensionel) permet-
tant d’inférer avec des règles implicatives gra-
duelles, grâce à une double décomposition. Une
première décomposition parα-coupes permet
de simplifier chaque entrée floue en se ramenant
à une union d’entrées rectangulaires. Ensuite la
décomposition par partitionnement va nous per-
mettre de séparer la partition en éléments faci-
lement inférables. La décomposition par parti-
tionnement s’effectue sans perte d’information,
seule la décomposition parα-coupes induit une
approximation, dont l’impact mérite une étude.
Dans le cas où la fonction d’appartenance est
linéaire une solution analytique exacte pourrait
être fournie.

Notre méthode, détaillée ici pour l’implica-
tion de Resher-Gaines, fournit une base pour
le calcul de l’inférence 2D avec des règles
implicatives quel que soit l’opérateur d’impli-
cation choisi et un point de départ pour la
généralisation au delà de deux dimensions.
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