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opqrqsst uvwpxyz yp{q| }xr~xqt�p {t pt|vtp|vt � }��� � �yxs� t��qtp� q{qtp ��� yq� � qpt|st�p {t �t|vtp|vt u��� � }� }� � ��� � �y��y��t �{qpt|st�p{t sv��t�����qt �w�q|vts �py�t��t�p � �}��}u � �xq�tp�qs~ {t �w�yqt � �xxt|� �pw�� ypst�p�� wpqt�� qtppt ��tq�t� �py�t��t�p � }� }� � ��� � �y��y��t ��p~�q{txs {� ��p� ��tprt ��q��w�z t }xr~xqt�p {t pt|vtp|vt � utz wrpt� � � yxs� t��qtp�w|�� � yxsz wqx �py�t��t�p � � |y�t xwsqyxw�t ��� ~pqt�pt {t� st|vxq��t� qx{���spqt��t� ts z qxt� { �� ��� �pw�� ypst�p�� wsvw�qt �tppys }xr~xqt�p {t pt|vtp|vt � }��� � �wpq���pqrxyx

utsst sv��t w ~s~ �p~�wp~t |yx� yqxstz txs {wx� �t� �w� ypwsyqpt� �

}xpw utz wrpt� u��� }� }�
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�t sqtx� 
 ptz tp|qtp sy�� |t�� ��q z �yxs �y�stx� � tx{wxs |t� spyq� wxx~t� {t sv��t txspt� �}��� ts �t utz wrpt� {t � yxs� t��qtp ts � �}� }� {t �y��y��t �
� �w{pt��t {yx| 
 zt� tx|w{pwxs� �tprt ��q��w�z t ts opqrqsst uvwpxyz yp{q| z t� ptz tp|qt�z txs� �qx|�pt� � y�p �t�p wq{t w� ��ysq{qtx ��q ��s |p�|qw�t � y�p �t � yx {~py��tz txs {t z w sv��t �}�� z �yxs � tpz q� { �tt|s�tp z w sv��t {wx� �t� z tq��t�pt� |yx{qsqyx� ts q�� yxs �� z t �ypz tp 
 �xz ~sqtp � �w pt|vtp|vt �
�t sqtx� 
 ptz tp|qtp z yx {qpt|st�p {t sv��t � q{qtp ���yq� ��q z w�rp~ �w {q�swx|t w �� z �w��� ypstp �yx �y�sqtx ts �yx qz�pt��qyxxwxst |yxxwq��wx|t {t �w �yrq��t �y�t � �t� w��yps� sv~ypq��t�{t z w sv��t �� q {yq�txs � tw�|y�� � � �wqz tpwq w���q �y�tp �t� |w�w|qs~� � ~{wryrq��t� ��q �� q � tp�z tsst {t �wqpt |yz�ptx{pt �qz��tz txs {t� |yx|t�s� w��t� |yz��t�t� �
�t ptz tp|qt �t� pw�� ypst�p� {t z yx z ~zyqpt {t sv��t ����qt �w�q|vts ts �w|�� �yxsz wqx� y�p w�yqp w||t�s~ { �~�w��tp z yx spw�wq� tx �x stz�� pt|yp{ � �t�p� ptz wp��t� ts �t�p� ��t�sqyx�w�� ypstxs � tw�|y�� 
 zyx spw�wq� ts y��ptxs {t� � tp�� t|sq�t� qxs~pt��wxst� � � �v�z y�p {t �w|��z �w � tpz q� {t ��p�q�pt 
 �x ptswp{ { �w�qyx {t � vt�pt� �t � y�p {t z w �y�stxwx|t �
�t ptz tp|qt �wxxq|� �txwp{ {� u��u �y�p �yx y�sqz q�z t ts � y�p �t stz�� �� �q� w �w��~ 
z �t���q��tp �t �yx|sqyxxtz txs {t �w �w�pq|wsqyx {� uyzs~ � �yspt |y��w� ypwsqyx ��s txpq|vq��wxstts �t� {~r��swsqyx� {t uyzs~ qx�sp�|sq�t� ts {~�q|qt��t� �
�t ptz tp|qt �t� z tz�pt� {t z yx |yz qs~ {t sv��t � � �q�qtp � w�{ ts �y�� �� t|w��q� ��q rp�|t 
�t�p� �tx�q� q�qs~� {q ~ptxst� ts 
 �t�p� |yx�tq�� w�q�~� z �yxs w�� yps~ � tw�|y�� ��wxs w�� ypqtx�swsqyx� {t z yx spw�wq� �
�t sqtx� 
 ptz tp|qtp � �tx�tz��t {t� z tz�pt� {� ��p� � y�p �t�p� ptz wp��t� qxs~pt��wxst� ��qz �yxs � tpz q� { �wz ~�qyptp �w �tp�qyx �xw�t {t z yx z wx��|pqs �
��pwxs z w sv��t � � �wq t� �t ��wq�qp { �t t|s�tp {t� �w|wsqyx� tx qx�ypz wsq��t w��p�� {t �vq��q�� t � q�z wpw ts �q��t� uwppw�� � �t sqtx� 
 �t� ptz tp|qtp |vw�t�pt��tz txs |wp q�� z �yxs � tpz q�{ �w��ptx{pt �x ~�~z txs qz� ypswxs {� z ~sqtp w���t� � t z t {t�sqxt � � �tx�tqrxtz txs �
�x�x � � t �y�vwqst ptz tp|qtp sy�� �t� �� yst�� {� utz wrpt� ts {t � �}��� w�t| ��q � �wq �w��~{t� z yz txs� {t �pwx|vt� pqry�w{t� ts ��q z �yxs � tpz q� { �w��tp spw�wq��tp w�t| �t �y�pqpt sy�� �t�� y�p� � �s {t �w��tp {t � yxxt� �yqp~t� txspt � yst� � �� �
� tp|q 
 zw �t��q|w { �w�yqp ���� yps~ z t� spyq� wxx~t� {t sv��t ts ��psy�s �w {tpxq�pt wxx~ty� � t ptxspwq swp{ ts ~��q�~ �t �yqp �
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« Avec de la méthode et de la logique on peut arriver à tout

aussi bien qu’à rien. » ����� � � ��
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utsst sv��t |yx�q{�pt �w z y{~�q�wsqyx {t |yxxwq��wx|t� t�� tpst� �wp {t� p�r�t� qz��q|wsq�t�
�y�t� � ���t ~s�{qt �t� w�wxswrt� {t |t� p�r�t� �wp pw�� yps w�� p�r�t� �t� ���� �sq�q�~t� �wpz q �t�p�r�t� �y�t� � �t� p�r�t� |yx� yx|sq�t� �ut� tx{wxs � � �qx�~ptx|t 
 �wpsqp {t p�r�t� qz��q|wsq�t� ts { �txsp~t� �y�t� x �t�s �w� �qz��tts w �yxrstz�� ~s~ �x �ptqx 
 �t�p �sq�q�wsqyx � �t� �pqx|q�w�t� {q� |��s~� ~swxs �w |yz��t� qs~ {t� �qx�~ptx|t w�t| ����qt�p� p�r�t� ts {t� txsp~t� �y�t� � �w |yx|t�sqyx {t �wpsqsqyx� w{w�s~t� � ts� �qxstp�p~swsqyx �~z wxsq��t � y�p {t� �sq�q�wst�p� vw�qs�~� w� pwq�yxxtz txs w�t| {t� p�r�t� �y�t�|yx� yx|sq�t� ��y� spw�w�� �ypstxs ��p |t� � yqxs� � �y�� �p~�txsyx� �xt z ~svy{t { �qx�~ptx|t 
 �wpsqp {tp�r�t� qz��q|wsq�t� �y�t� ts { �txsp~t� �y�t� � ��q � tpz ts { �qz��~z txstp �w|q�tz txs �t pwq�yxxtz txsqz��q|wsq� {wx� �t� |w� z yxy ts �q{qz tx�qyxxt�� ��y�� {yxxyx� w���q {t� ~�~z txs� {t |yz�wpwq�yx txspt p�r�t� |yx� yx|sq�t� ts qz��q|wsq�t� � tsxy�� ~s�{qyx� �w �~z wxsq��t {t |t� {q~ptxst� p�r�t� � { ��x � yqxs {t ��t �yrq��t ts �pwsq��t ��xt q����spwsqyx 
 �x |w� p~t� {wx� �t {yz wqxt {t � �wrpyw�qz txswqpt t�s �p~�txs~t � }� � �wrqs{t �p~�yqp �t� {~�w�s� ~�txs�t�� {� �pyz wrt {t uyzs~ w�p�� w� xwrt 
 �wpsqp {t� qx�ypz wsqyx�w�wxs w� xwrt � �t� qx�ypz wsqyx� {q�� yxq��t� ~swxs |yz� y�~t� {t� |yxxwq��wx|t� t�� tpst� {� u��u�utxspt �t|vxq��t {t� �pyz wrt� uyzsyq�� � ts {t� {yxx~t� ��p �t �py|~{~ ��t� z ~svy{t� {~�t�y�� ~t� ~swxs r~x~pq��t� � �t� y�sq�� �py� y�~� �yxs �sq�q�w��t� � y�p �xt |�w��t{ �w���q|wsqyx� �wprt � |t��t y� �t� |yxxwq��wx|t� t�� tpst� � �t��pqz txs �y�� �ypz t { ��x z y{��t �}�� y ptxs {t� �q�st� {t z y{~�q�wsqyx ��q pt�� t|stxs 
 �w �yq� � �qz�p~|q�qyx {t� {yxx~t� ts �t�|wpw|s~pq�sq��t� {� pwq�yxxtz txs t�� tps �
��	��B��
�vq� svt�q� |yx�q{tp� t�� tps �xy� �t{rt z y{t��qxr �� qz��q|wsq�t ����� p��t� � }s t���ypt� svt� txt� s� y� svt�t p��t� |yz�wpt{ sy svt z y�s �pt��txs�� ��t{ ����� p��t� � |yx� �x|sq�t p��t� �
� y�t�tp � qx�tptx|t �pyz qz��q|wsq�t p��t� wx{ ����� qx��s� q� xys tw�� wx{ vw� �yxr � ttx wxqz� t{qz txs sy svtqp ��t � �vt z wqx {q� |��sqt� wpt svt |yz��t� qs� y� svt qx�tptx|t � qsv �t�tpw�qz��q|wsq�t p��t� wx{ ����� qx��s� � svt �wpsqsqyx {t�qrx � wx{ svt �tz wxsq| qxstp�ptswsqyx �yp ��tp��wz q�qwp � qsv svt ptw�yxqxr � qsv |yx��x|sq�t ����� p��t� �
��p �yp� �y |��t� yx svt�t � yqxs� � �t �pt�txs wx qx�tptx|t z tsvy{ ��qxr qz��q|wsq�t �����p��t� wx{ ����� qx��s� � �vq|v |wx tw�q�� qz��tz txs svt qz��q|wsq�t ptw�yxqxr qx svt yxt wx{s�y�{qz tx�qyxw� |w�t �
�t w��y rq�t w |yz�wpq�yx � ts�ttx |yx��x|sq�t p��t� wx{ qz��q|wsq�t p��t� � wx{ �t �s�{� svt�tz wxsq|� y� svt�t p��t� � qx stpz � y� �yrq| wx{ �pw|sq|w� ��t �� ptw� �yp�{ q����spwsqyx qx svt �y y{ qx{��sp� q� �pt�txst{ � �vt ryw� y� svq� �yp� q� svt�pt{q|sqyx y� � y�s z ws�pqxr |vtt�t {t�t|s� � qsv qx�ypz wsqyx w�wq�w��t � t�ypt svt z ws�pqxr �py |t�� ���wq�w��t qx�ypz wsqyx |yz t� �pyz u��u ��t|vxq|w� utxstp yx uyzsyq� uvtt�t� t�� tps �xy� �t{rtwx{ �py |t�� {wsw ��qx|t svt {t�t�y� t{ z tsvy{� wpt rtxtpq| � svt� |wx � t ��t{ �yp w � q{t |�w�� y� w���q|wsqyx� �svy�t qx �vq|v svt t�� tps �xy� �t{rt q� t��pt��t{ qx svt �ypz y� w z y{t� � �vt� �py�q{t z y{t�qxr� tp�� t|sq�t� svws pt�� t|s � ysv qz�pt|q�t {wsw wx{ t�� tps ptw�yxqxr |vwpw|stpq�sq|� �
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 ������������ �
� �� uyxst� st ts z ysq�wsqyx� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� � prwxq�wsqyx {� {y|�z txs � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� ������ �� �� �� !�� "���� #
� �� }xspy{�|sqyx � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �wq�yxxtz txs 
 �w�t {t p�r�t� �y�t� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �� $� �t�s�|t �� ��xt p�r�t % � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� �wq�yxxtz txs 
 �w�t {t p�r�t� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� ��tz��t {t ���s�z t {t p�r�t� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �q ~ptxs� s�� t� {t p�r�t� �y�t� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� �� �� uyxxwq��wx|t x~rwsq�t ts |yxxwq��wx|t � y�qsq�t � � � � � � � � � � � � � � � � �
� �� �� �t�� �w&yx� {t �yqp �xt p�r�t � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �� �~�q{�wsqyx � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �� ��r�t� qz��q|wsq�t� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� �� ��r�t� qz��q|wsq�t� rpw{�t��t� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �� �� ��r�t� qz��q|wsq�t� 
 |tpsqs�{t � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �� ��r�t� |yx� yx|sq�t� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �� �� ��r�t� |yx� yx|sq�t� 
 � y��q� q�qs~ � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� �� ��r�t� |yx� yx|sq�t� wxsqrpw{�t��t� � � � � � � � � � � � � � � � � � �'

� �� �� �~��z ~ tx ��t {t � ��sq�q�wsqyx � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �'
� �� uyz�wpwq�yx � p�r�t� qz��q|wsq�t� rpw{�t��t� ts p�r�t� |yx� yx|sq�t� 
 � y��q� q�qs~ � � � �

� �� �� �rp~rwsqyx � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� �� �� }xstp� y�wsqyx � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� }x��tx|t {t �w �ypz t {t� tx�tz��t� �y�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� �||�z��wsqyx {t p�r�t� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� uyv~ptx|t ts pt{yx{wx|t � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �� �� uyv~ptx|t { ��x tx�tz��t {t p�r�t� � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� �� �t{yx{wx|t { ��x tx�tz��t {t p�r�t� � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� �� �~��z ~ ��p �w |yv~ptx|t � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� �� uyv~ptx|t � y�p �x tx�tz��t {t p�r�t� qz��q|wsq�t� � � � � � � � � ��

� �� �� �~|wxq�z t { �qx�~ptx|t � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� �� ��r�t� |yx� yx|sq�t� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� �� �� �� ��r�t� qz��q|wsq�t� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� uyx|���qyx � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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� ������� � ��� ������� ��
� �� }xspy{�|sqyx � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� }x{~� tx{wx|t qx�~ptxsqt��t � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� �� �� �~�xqsqyx� ts p~���sws� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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�t spw�wq� �p~�txs~ {wx� |t z ~zyqpt �q�t � ��sq�q�wsqyx �pwsq��t {t p�r�t� �y�t� � �y�p |t�w ��t�p �~z wxsq��t t�s ~s�{q~t {wx� �t ��s {t {~stpz qxtp ��t��t� p�r�t� �yxs �t� ���� w{~��wst� � y�pz y{~�q�tp �xt |�w��t { �w���q|wsqyx� w��t� �wprt � �t� �py |~{~� |yz��t�t� z tsswxs tx ���pt {t�|yxxwq��wx|t� t�� tpst� ��w �yrq��t �y�t ��w{tv � ����� � t�s �spt |yx�q{~p~t |yzzt �xt �~pqsw��t qxstp�w|t txspt �t{yz wqxt {� ��z�y�q��t ��t� |yx|t�s�� ts �t {yz wqxt {� |w�|�� x�z ~pq��t {t �wp �w |w�w|qs~ 
zy{~�q�tp �w xws�pt qz�p~|q�t {t� |yx|t�s� �qxr�q�sq��t� �
� q�sypq��tz txs � �t� ���s�z t� { �qx�~ptx|t �y�t yxs ~s~ z q� w� � yqxs � y�p pt�py{�qpt �t pwq��yxxtz txs �w�~ ��p {t� |yxxwq��wx|t� t�� tpst� ��wz{wxq � ���q�qwx � ����� � �wp �w ��qst � {t�z ~svy{t� { �w��ptxsq��wrt ���rtxy � ����� v~pqs~t� {� {yz wqxt x�z ~pq��t �p~�tw�� {t xt�pyxty� w�rypqsvz t� r~x~sq��t�� yxs ~s~ w{w�s~t� {wx� �t ��s { �wz ~�qyptp �w � tp�ypz wx|t x�z ~pq��t �utsst pt|vtp|vt {t � tp�ypz wx|t x�z ~pq��t w ~|�q��~ �t ��s �ptz qtp {t� p�r�t� �y�t� � �t�p qx�stp�p~sw�q�qs~ � �� �w� yx � {t xyz�pt��t� w���q|wsqyx� {t |t� ���s�z t� yxs ~s~ p~w�q�~t� � yx � t�sxyswz txs |qstp �t z ~spy �tx{wq ���q��ts ����� � �t �w�t �qxrt � ��w�ry �w� ����� {t � ws���vqsw��~�pqtp ���'� z wq� w���q tx ��py� t ��wz{wxq � ���� � w�t| �w p~r��wsqyx { ��xt |vw�{q�pt 
 �w�� t�p {yxs �w |yzz wx{t t�s |yxx�t � uqsyx� tx|ypt �t spw�wq� {~�t�y�� ~ �wp � �~��q� t {� �py�t��t�p��rtxy ��p �w |yzz wx{t 
 {q�swx|t { ��x v~�q|y�s�pt �wx� �q�yst � ut ���s�z t �y���{t �� �wpqw��t�{ �~sws ts � {t |yzz wx{t � }� t�s r~p~ �wp �xt �w�t {t p�r�t� |yz� y�~ { ��xt {y��wqxt {t ��y |�{ ��xt �yq�wxswqxt {t p�r�t� |vw|�x � �x �yqs �qtx ��t � �qxstp�p~sw�q�qs~ {� ���s�z t x �t�s ���� {�sy�s pt|vtp|v~t {wx� �x st� ���s�z t w�t| w�swxs {t p�r�t� � ut� tx{wxs � q� w �y�~ ��t ��||�� {t� ���s�z t� { �qx�~ptx|t �y�t {wx� �t {yz wqxt {� |yxsp� �t �y� � �t���q��t tx rpwx{t�wpsqt �wp �w �w|q�qs~ {t �p~�txswsqyx {� pwq�yxxtz txs �y�� �ypz t {t p�r�t� � �wp �t� |w�w|qs~�{ �qxstp� y�wsqyx {t |t� ���s�z t� ts �wp �w pw�q{qs~ {� |w�|�� � ut� tx{wxs � � �qxstp�p~swsqyx {t |t�p�r�t� �y�t� � {qst� p�r�t� {t � wz{wxq �y� p�r�t� |yx� yx|sq�t� 
 �y��q� q�qs~� � x �t�s �w� w���q �qz��t��t � �yx � y�ppwqs � tx�tp {t �pqz t w� yp{ � �t �py |t���� { �qx�~ptx|t �y�t x �t�s �w� �xt t� stx�qyx{t �w �yrq��t |�w��q��t � �t pwq�yxxtz txs w�t| �t� p�r�t� {t � wz{wxq x �t�s �w� |yx�ypz t 
 �wsv~ypqt {t �w{tv ��p �t pwq�yxxtz txs w��py |v~ ��w{tv � ����� � �t |yz� ypstz txs r�xwxs {t |t�p�r�t� �q��
��q� {t �w �yrq��t w ~s~ z q� tx ~�q{tx|t �wp ow�{� qx ts ��q�{ �ow�{� qx � ��q�{ �

���'� ts � q �y�w ts w� � ��y�w ts w� � � ����� � uyzzt � �yxs z yxsp~ �t� spw�w�� {t ��� yq� ts �pw{t
����yq� � �pw{t � ����� � q� t� q�st �qtx {t� ���s�z t� {t p�r�t� �y�t� pt�� t|swxs �t pwq�yxxtz txsw��py |v~ {t �w{tv ts {yxs � �qx�~ptx|t t�s |yz�wsq��t w�t| �w �yrq��t � �t� p�r�t� qz��q|wsq�t� �ut� tx{wxs � tx rpwx{t �wpsqt 
 |w��t {t� {q� |��s~� {t |w�|�� {t� p�r�t� �sq�q�wxs �xt qz��q|wsqyx ��t� p�r�t� qz��q|wsq�t� yxs ~s~ x~r�qr~t� � y�p �w z y{~�q�wsqyx {t ���s�z t� t�� tps� w� �py� s {t�
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p�r�t� |yx� yx|sq�t� ��wx� �w �qss~pws�pt � 
 �wpsqp {t� wxx~t� �' � �t {~rwrt �x |vtz qx {t p~�t� qyx � y�p pt�txqp 
{t� ���s�z t� �y�� qxstp�p~sw��t� � ts ~�qstp �t� � y
st� xyqpt� ��y�p p~w�q�tp {t� ���s�z t� qxstp�p~sw��t� � yx w � t�yqx {t |yxspwqx{pt �t� �py|~{�pt� { �w��ptx�sq��wrt ���yptxxt| � ����� � �uw�q��w� ts w� � � �''�� � �uw�q��w� ts w� � � �''�� � � ���q��w�z t � �'' �w� �
���q��w�z t � �'' �� � � ���q��w�z t � uvwpxyz yp{q| � �''�� � �ut� tx{wxs � � �qxstp�p~swsqyx �yrq��t {t� ���s�z t� {t p�r�t� |yx� yx|sq�t� pt�st |t��t { ��xt w|�|�z��wsqyx { �t�tz��t� � y��q� �t� 
 �x |tpswqx xq�tw� � t��t t�s qx|yz�wsq��t w�t| � �t��pt��qyx {t|yxspwqxst� � ��q � t�s �spt x~|t��wqpt � y�p qxstp�p~stp �t pwq�yxxtz txs �y���� w|txs �}� t�s w�yp� xws�pt� {t pt�txqp w�� p�r�t� qz��q|wsq�t� � y�p |yx�sp�qpt {t� ���s�z t� {t p�r�t�qxstp�p~sw��t� � ��� yq� � �pw{t ts �rvtssy yxs �py� y�~ �xt s�� y�yrqt {t� {q ~ptxst� p�r�t� �y�t�
����yq� � �pw{t � ���� � �rvtssy � ����� � �rvtssy ts w� � � ���� � ��� yq� ts w� � � �''�� w�x {t{~stpz qxtp ��t� s�� t {t p�r�t� t�s w{w�s~ 
 ��t��t z y{~�q�wsqyx ��yspt spw�wq� v~pqst {t |t� {t�� zy��wx|t� �y�vwqswxs ptz tsspt � �qxstp�p~sw�q�qs~ w� �ptz qtp��wx {t� ���s�z t� {t p�r�t� �y�� ��wx� {t� w���q|wsqyx� �pwsq��t� � �t� {yxx~t� �yxs �y��txs qz�p~|q�t� {� �wqs {t |w�st�p� qz ��p~|q� y� �qtx {t� ~�w��wsqyx� �wp wxw���t �tx�ypqt��t � }� w��wpw
s w�yp� qx{q�� tx�w��t {t ptx{pt|yz�st {t |tsst qz�p~|q�qyx �wp {t� txsp~t� �y�t� � ut� tx{wxs � qx�~ptp 
 �wpsqp {t p�r�t� qz��q�|wsq�t� w�t| {t� txsp~t� �y�t� t�s {q� |q�t |wp yx xt � t�s �w� qx�~ptp p�r�t 
 p�r�t |yzz t w�t| �t�p�r�t� |yx� yx|sq�t� ��yspt �ptz qtp y�� t|sq� t�s {t ptx{pt �t� p�r�t� qz��q|wsq�t� ���� �w|q�t� 
 �sq�q�tp tx {~�t�y��wxs�xt z ~svy{t { �qx�~ptx|t 
 �wpsqp { �txsp~t� �y�t� � �yspt �t|yx{ y�� t|sq� � ��q t�s w� z yqx� w���qqz� ypswxs ��t �t �ptz qtp � t�s {t ptx{pt |t s�� t {t p�r�t� ���� w||t��q� �t 
 �w |yzz�xw�s~ {� �y� ��x tts � �w rpwx{t z w� ypqs~ {t� ���s�z t� {t p�r�t� �sq�q�~� {wx� �t� w���q|wsqyx� �yxs {t� p�r�t�|yx� yx|sq�t� � }� t�s {yx| x~|t��wqpt {t |�wpq�tp � �qxstp�p~swsqyx {t� p�r�t� qz��q|wsq�t� �q��
�� q�{t� p�r�t� |yx� yx|sq�t� |wp �xt |yx���qyx qz� ypswxst t� q�st txspt |t� {t�� pt�p~�txswsqyx� � �xtz tq��t�pt |yxxwq��wx|t � tpz tsspw � ��sq�q�wsqyx w{~��wst {t |t� {q ~ptxs� s�� t� {t p�r�t� �t�yx �w|�w��t {t �py���z t� 
 zy{~�q�tp |t ��q t�s qx{q�� tx�w��t � y�p ��t � �qxstp�p~sw�q�qs~ �yqs 
 xy��tw�w� |��p {t� ���s�z t� {t p�r�t� �y�t� �
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ut {y|�z txs t�s yprwxq�~ |yzzt ��qs �
�t ��� ���� � t�s {~|yz�y�~ tx {t�� �wpsqt� � �w �ptz q�pt �wpsqt ~s�{qt �w �~z wxsq��t {t�p�r�t� �y�t� � ���t t�s t��txsqt��tz txs �w�~t ��p �t� spw�w�� {t ���yq� � �pw{t ts �rvtssy {yxst��t pw�� t��t �t� �pqx|q�w�� p~���sws� � ���t z yxspt ��t �t �tx� { ��xt p�r�t �y�t ��q � � �� w�yp� � � ��{~� tx{ {t � �y� ~pwst�p pt�qwxs � �txsp~t ts �w �ypsqt { ��x st� ���s�z t � }� t� q�st {t�� rpwx{t� |�w��t�{ �y� ~pwst�p � �t� |yx� yx|sqyx� �y�t� ts �t� qz��q|wsqyx� �y�t� ��q {yxxtxs �qt� 
 {t�� s�� t� {tp�r�t� � �t� p�r�t� |yx� yx|sq�t� ts �t� p�r�t� qz��q|wsq�t� � �y�� pw�� t�yx� �t� {q ~ptx|t� �~z wxsq��t�txspt |t� p�r�t� wqx�q ��t �t�

2
�y���|ws~rypqt� t� q�swxs � y�p |t� {t�� s�� t� {t p�r�t� � �t� p�r�t�

� ������ ��� ts � ��������� � y�p �t� p�r�t� qz��q|wsq�t� � �t� p�r�t� � ����������� ts ����� ������ ��� � y�p�t� p�r�t� |yx� yx|sq�t� � �w �~z wxsq��t w��y |q~t 
 |t� p�r�t� � tpz ts {t |yx�swstp ��t �t� p�r�t�qz��q|wsq�t� rpw{�t��t� �yxs �t� p�r�t� w{~��wst� � y�p �w |�w��t { �w���q|wsqyx� w� yp{~t {wx� |tz wx��|pqs � �t� �py |~{~� � y�p �t���t�� xy�� {q�� y�yx� {t |yxxwq��wx|t� t�� tpst� ��w �t|yx{t �wpsqt {t |t |vw�qspt |yz�wpt �t� p�r�t� qz��q|wsq�t� rpw{�t��t� w�� p�r�t� |yx� yx|�sq�t� 
 �y��q� q�qs~ �y� p�r�t� {t � wz{wxq� � �y�� ~s�{qyx� �t� {q ~ptx|t� tx stpz t { �wrp~rwsqyx{t� �ypsqt� � { �w||�z��wsqyx {t p�r�t� {wx� �x ���s�z t y� �yp� {� �py|t���� {t {~����q�|wsqyx �
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ut |vw�qspt �t stpz qxt ��p �t �py���z t z w� t�p {t� p�r�t� qz��q|wsq�t� �wp pw�� yps w�� p�r�t�|yx� yx|sq�t� � � �qx�~ptx|t 
 �wpsqp { �txsp~t� �y�t� � �x t ts � �t� �py|t���� ���t�� { �qx�~ptx|t p�r�t

 p�r�t xt �yxs ���� � y��q� �t� w�t| �t� p�r�t� qz��q|wsq�t� �wq�wxs qxstp�txqp {t� txsp~t� �y�t� �
�t ��� ���� � {~swq��t �w z ~svy{t ��t xy�� w�yx� {~�t�y�� ~t � y�p � �qx�~ptx|t 
 �wpsqp { �tx�sp~t� �y�t� � utsst z ~svy{t t�s �w�~t ��p �xt {y���t {~|yz� y�qsqyx � utsst {~|yz� y�qsqyx �t�wqs ��p � �txsp~t �y�t �wp

α
�|y�� t� w�x {t �t pwz txtp 
 �x tx�tz��t { �txsp~t� pt|swxr��wqpt� ��xt w�spt {~|yz� y�qsqyx �wp �wpsqsqyxxtz txs t�s �wqst �t�yx �w �wpsqsqyx { �txsp~t ��p �t� txsp~t�pt|swxr��wqpt� w�x {t xt |yx�q{~ptp ��t {t� qx�~ptx|t� �y |w�t� � �t� w�rypqsvz t� {t |yz��t� qs~ �q�x~pwqpt �yxs {yxx~� � y�p �t� |w� z yxy ts �q{qz tx�qyxxt�� � �w |yz��t� qs~ t�s �yx|sqyx {� xyz�pt{ �

α
�|y�� t� � ut xyz�pt |yx{qsqyxxt �w �p~|q�qyx {t �w �ypsqt � �y�� {q�|�stpyx� tx��qst {t� {q� �|��s~� {t rt�sqyx {t ���s�z t� {t {qz tx�qyx ���� rpwx{t �
�t ��� ���� � �py� y�t {t� |�~� { �qxstp�p~swsqyx ts {t z y{~�q�wsqyx � y�p �t� p�r�t� qz��q|wsq�t�rpw{�t��t� � �x tts � |t s�� t {t p�r�t� x �~swxs ��t sp�� � t� �sq�q�~ � �x �sq�q�wst�p vw�qs�~ w�� p�r�t�|yx� yx|sq�t� w�pw {t� {q� |��s~� � �y�� {~�t�y�� tpyx� {yx| �t� � yqxs� ��q�wxs� � �w |yx�sp�|sqyx {t��wpsqsqyx� {t �ypsqt � � �qxstp�p~swsqyx {t� p~���sws� y�stx�� ts �w |y��w� ypwsqyx txspt ����qt�p� ����s�z t� � �w |yx�sp�|sqyx {t� �wpsqsqyx� {t �ypsqt {yqs tx t ts rwpwxsqp �w |yv~ptx|t {� ���s�z t sy�stx |yx�tp�wxs �yx qxstp�p~sw�q�qs~ � �y�� �p~�txsyx� �w |yx�sp�|sqyx { �qx{q|wst�p� � y�p ��wxsq�tp� �qz�p~|q�qyx {t �w �ypsqt ts �w ��w�qs~ � �y�� �tppyx� w���q � ���qt�p� z ~svy{t� {t |y��w� ypwsqyxtxspt ���s�z t� { �qx�~ptx|t � � ��sq�q�wsqyx tx �wpw����t y� �t |vw
xwrt {t ���s�z t� { �qx�~ptx|t �y�t �w�x {t �qz��tp {t� ���s�z t� {t ���� rpwx{t {qz tx�qyx tx |y���wxs �t� p~���sws� {t ����qt�p����s�z t� {t � tsqst� {qz tx�qyx� �
�x�x � �t ��� ���� � �p~�txst �xt w���q|wsqyx 
 �w �w�pq|wsqyx �pyz wr�pt {� uyzs~ � � �y� t|sq�{t |t spw�wq� t�s {t �p~�yqp �t� |wpw|s~pq�sq��t� { ��x �pyz wrt w�p�� w� xwrt �� 
 �' zyq�� 
 �wpsqp{t� qx�ypz wsqyx� {q�� yxq��t� w�wxs � �w� xwrt � �y�� {~swq��tpyx� �t� �pqx|q� t� {t �w�pq|wsqyx {�uyzs~ ��q pt�st �xt �w�pq|wsqyx wpsq�wxw�t w�t| �xt �ypst �wpqw�q�qs~ txspt �t� �pyz wrt� �t�yx �w�pyz wrtpqt � �t �wqs �sq�q�~ � �w �wq�yx ts �t� z ~svy{t� {t �w�pq|wsqyx {� �pyz wrtp � �w |y��w� ypwsqyxw�t| �t u��u �yprwxq�z t {t |yx�tq� ts {t �ypz wsqyx {t� �pyz wrtp�� w {yxx~ �qt� 
 ����qt�p����s�z t� {t p�r�t� � oqtx ��t |tsst ~s�{t �t |yx|txspt ��p �x �yqxs �qtx �p~|q� { ��xt w���q|wsqyx��p~{q|sqyx {t �w �tpz ts~ {t �w ��st {� �pyz wrt� � xy�� t��w�yx� {t {~rwrtp �xt z ~svy{y�yrqt� y�p spwqstp �xt |�w��t �qtx ���� qz� ypswxst { �w���q|wsqyx� � �t� w���q|wsqyx� y� �w |yxxwq��wx|tt�� tpst t�s qz�ypswxst ts y� �w �ypsqt � �t��pqz t {t z wxq�pt |yxsqx�t �
�y�p �w|q�qstp �w �t|s�pt � yx spy��tpw �x r�y��wqpt tx ������ � pw�� t�wxs �t� stpz t� qz �� ypswxs� � tx �wpsq|��qtp ��p �w �yrq��t ts �t� p�r�t� �y�t� �sq�q�~� {wx� |tsst sv��t � � �������
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�yp��� �yx �ypz��t �xt �py� y�qsqyx � |t��t�|q � t�s �wqpt w�� t� 
 {t�� �ypz t� {t |yxxwq��wx|t �x~rwsq�t y� � y�qsq�t � �wp t�tz��t � �q yx w� pz t � � �t� ~|y�t� �yxs y��tpst� �w �tz wqxt �� yxt��pqz t ��psy�s ��t �t� �py� y�qsqyx� � y�p �t���t��t� |tsst �py�pq~s~ t�s �w���t �yxs qz�y��q� �t� �u �t�s�
�{qpt ��t �t� ~|y�t� xt �yxs �w� y��tpst� �t �tt��tx{ � �x t�s w�yp� tx �p~�tx|t {t |yxxwq���wx|t x~rwsq�t � |wp |t��t�|q t��pqz t �xt |yxspwqxst � � �t� ~|y�t� xt �yxs �w� y��tpst� �t �tt��tx{ �� �yp��� �yx t��pqz t �xt |yxspwqxst � y� �xt pt�spq|sqyx ��p �t {yz wqxt { ��xt �w�t�p � w�yp� �yx �wp�t {t |yxxwq��wx|t x~rwsq�t ��x pt�wx|vt � �q ��t��� ��x w� pz t � � �t� � y�p� { �~|y�t � txspt �' vt�pt� ts �� vt�pt� � �t� ~|y�t�
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 { �w�spt� vt�pt� � z wq� yx t�s ��p �� �t��t� �yxsy��tpst� {wx� |tsst ��wrt vypwqpt � utsst qx�ypz wsqyx t�s {yx| rwpwxsqt � y��q� �t � q� � �wrqs w�yp� {t|yxxwq��wx|t � y�qsq�t |wp �w |yxxwq��wx|t t�s ��t |yzzt �x t�tz��t {t |t ��q t�s � y��q� �t 
|y�� ��p ��x �wqs y��tp�~ �wp t�tz��t� ��t ���� � �xt qx�ypz wsqyx x~rwsq�t � t�s �spt qxstp{qst �wp { �w�spt� �w�t�p� � q� t� q�st {t�� y�p� {wx� �w �tz wqxt y� � �~|y�t t�s �tpz ~t �� y�p� �~pq~� � z tp|pt{q� � �t �w z �zt z wxq�pt � �xt|yxxwq��wx|t � y�qsq�t xyx �~pq�~t �wp �t� |yxxwq��wx|t� w|s�t��t� ��p �t ��� ts � t�s �spt �w�q{~t�wp { �w�spt� qx�ypz wsqyx� � q� � t�s � w�yqp |y�p� 
 { �w�spt� vt�pt� �� �txspt �' ts �� vt�pt� �
� �� ��  @?� 7;�86� �@ �8=9 ?6@ 9�	
@
�w z wxq�pt {yxs yx |yx|t�pw �t� p�r�t� qx��tpw ��p �w z wxq�pt { �wrp~rtp {q~ptxst� p�r�t� �}z wrqxyx� �x ���s�z t {t p�r�t� |vtp|vwxs 
 {~stpz qxtp �q {t� � tp�yxxt� � t��txs |y�yqs�ptptx�tz��t � y�p �x � y�p �p~|q� ��yqs � �tx�tz��t {t p�r�t� ��q�wxs �
� � �q �y� tps t�s { �w||yp{ � y�p |y�yqs�ptp � w�yp� q� �wps w� spw�wq� txspt �v ts �v
� � �q � wpqt t�s { �w||yp{ � y�p |y�yqs�ptp � w�yp� t��t �wps w� spw�wq� txspt �v ts �v
� � �q �w|� t�s { �w||yp{ � y�p |y�yqs�ptp � w�yp� q� �wps w� spw�wq� txspt �v ts �v
� � �q �t��q|w t�s { �w||yp{ � y�p |y�yqs�ptp � w�yp� t��t �wps w� spw�wq� txspt �v ts �'v
�q � wpqt t�s w��txst � �t��t� �t� p�r�t� � � � ts � �yxs w|sq�~t� � � �vypwqpt � y��q� �t � �y�sqtxs �wp� �qxstp�t|sqyx {t� p~���sws� {t |vw��t p�r�t � �x w w�yp� �

[7, 9] ∩ U ∩ [8, 9] ∩ [8, 10] = [8, 9]
w�t|

U
� ��xq�tp� {t �w �ypsqt sy�s txsqtp � �x ptz wp��t ��t �yp��� ��xt p�r�t xt � �w���q��t �w� � w�x {txt �w� z y{q�tp �t p~���sws {t �ypsqt � �w |yx|���qyx t�s |yx�q{~p~t |yzzt

U
� ��xq�tp� {t �ypsqt ���q���t

U
t�s �x ~�~z txs xt�spt � y�p � �qxstp�t|sqyx � �wx� |tsst pt�p~�txswsqyx � yx �yqs �w p�r�t|yzz t �xt |yxspwqxst ��x pt�wx|vt � �yp��� �yx |yx�q{�pt � �tx�tz��t {t p�r�t� ��q�wxs �

� � �y�� �t� tz��y�~� {t � �txspt�pq�t spw�wq��txs {t �v 
 ��v ts txspt ��v ts ��v
� � �t� |w{pt� {t � �txspt�pq�t spw�wq��txs �w���q� {t ��v 
 ��v
� � �t� qx�ypz wsq|qtx� {t � �txspt�pq�t spw�wq��txs �w���q� {t ��v 
 ��v
� � �t� �qrq�t� {t � �txspt�pq�t spw�wq��txs �w���q� {t �v 
 �v
}z wrqxyx� ��t �t� p�r�t� � � � ts � �yqtxs {~|�tx|v~t� � �x t�s {yx| tx �p~�tx|t { ��x |w{ptqx�ypz wsq|qtx tz��y�~ �wp |tsst txspt�pq�t � �t� vypwqpt� {t spw�wq� �yxs 
 �p~�txs {yxx~t� �wp� ��xqyx {t� {q ~ptxs� vypwqpt� {t spw�wq� �

([9, 12], [14, 17])∪ [17, 18]∪ [13, 14]∪∅ = [[9, 12], [13, 18]]
��wx� |ts t�tz��t � yx �yqs ��t � �~�~z txs xt�spt {t � ��xqyx t�s � �tx�tz��t �q{t � utsst pt�p~�txsw�sqyx |yx�q{�pt |vw��t p�r�t |yzzt �xt qx�ypz wsqyx �����~z txswqpt �
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�

�x w {yx| tx �wqs �w pt�wsqyx ��q�wxst ��q |yppt�� yx{ w�� �yxt� vw|v�p~t� {t� �r�pt� � �� ts
� �� �

A ∩ O ⊆ R ⊆ Ā ∪ O
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règle A → O

Contre exemples de la

� 	� � � �� � � t�p~�txswsqyx {t� �w�t�p� { ��xt p�r�t qz��q|wsq�t
A → O

�y�� �tppyx� �wp �w ��qst ��t |t� {t�� |�w��t� {t p�r�t� �t {~|yz� y�txs |vw|�xt tx � �y���|ws~rypqt� � }� � w {yx| � |ws~rypqt� �pqx|q�w�t� {t p�r�t� �y�t� � �t� p�r�t� |yx� yx|sq�t� 
 �y��q� q�qs~ ��t� p�r�t� |yx� yx|sq�t� wxsqrpw{�t��t� � �t� p�r�t� qz��q|wsq�t� 
 |tpsqs�{t ts �t� p�r�t� qz��q|wsq�t�rpw{�t��t� ����yq� � �pw{t � ����w� � ��wxs {t {~swq��tp �t �yx|sqyxxtz txs {t |t� {q ~ptxs� s�� t�{t p�r�t� � {yxxyx� ��t���t� pw�� t�� ��p �w xysqyx {t p~�q{�wsqyx ��q �w |yx{�qpt 
 �x s�� t{ �qz��q|wsqyx �wpsq|��qtp �
� �� �� $ ��=�?;<=86
�w �yrq��t p~�q{�~t t�s �x z y{��t �pqx|q�w�tz txs �sq�q�~ {wx� �t {yz wqxt {t �w �yrq��t �y�t �ut zy{��t pt� y�t ��p �xt w�r��pt p~�q{�~t � � �wpsqp { ��xt st��t w�r��pt � yx � t�s tx��qst {~�xqp�w xysqyx { �qz��q|wsqyx p~�q{�~t � �w xysqyx {t xypz t spqwxr��wqpt t�s w���q sp�� qz� ypswxst {wx�|t |yxst� st � utpswqxt� {t� p�r�t� qz��q|wsq�t� ��t xy�� �sq�q�tpyx� �wp �w ��qst pt� y�txs ��p {t�qz��q|wsqyx� p~�q{�~t� � |yzz t xy�� �t �tppyx� tx �t|sqyx � �� �� �� � �y�� |yzztx&yx� �wp {~�xqp�xt w�r��pt p~�q{�~t ts �w s�xypz t w�x {t � y��yqp {~�xqp �t� qz��q|wsqyx� p~�q{�~t� ��xt w�r��pt p~�q{�~t � t�s �t {~�xqp 
 �wpsqp {� ��w{p���ts

(L,≤,>, J)
y� �

� (L,≤)
t�s �x tx�tz��t �wpsqt��tz txs yp{yxx~ ��x sptq��q�� � y��~{wxs �x �yzzts ~rw� 


1
� >

t�s �w xypz t spqwxr��wqpt �
 �tz txs ts w� � � �'''� �y� s�xypz t� w��y |q~t 

(L,≤)

� �xts�xypz t
>
{~�xqt ��p

[0, 1] × [0, 1]
{wx�

[0, 1]
t�s �xt �yx|sqyx {~�xqt wqx�q �

� t��t t�s |yzz�swsq�t � x>y = y>x
� t��t t�s w��y |qwsq�t � (x>y)>z = x>(y>z)
� t��t t�s z yxysyxt � a>b ≤ c>b

�q
a ≤ c

ts
b ≤ d

� 1
t�s ~�~z txs xt�spt �

1>x = x
� 0

t�s ~�~z txs w��yp�wxs �
0>x = 0

� J
t�s �xt qz��q|wsqyx p~�q{�~t � �y�� {~�xqpyx� tx {~swq� �t� �py�pq~s~� {t � �qz��q|wsqyxp~�q{�~t �wp �w ��qst �



��

�y�� w��yx� sy�s { �w� yp{ �yqp ��t���t� t�tz��t� {t s�xypz t� �
a>minb = min{a, b}

a>prodb = a.b

a>lukab = max{0, a + b − 1}�t z qxqz�z � �t �py{�qs ts �w s�xypz t {t ���w�qt�qs� �yxs �t� s�xypz t� �t� ���� |y�pwxst� � �x� t�s xystp ��t �w s�xypz t {� z qxqz�z
>min

t�s �xt � ypxt ��� ~pqt�pt {t sy�st� �t� s�xypz t�t� q�swxst� ��xt qz��q|wsqyx p~�q{�~t {t
>
t�s �xt y� ~pwsqyx �qxwqpt

J
��p

[0, 1]
{~�xqt �wp �

J(α, γ) = sup{δ ∈ [0, 1]|α>δ ≤ γ}
�� ���

ut ��q � t�s w���q � �~|pqpt �
∀α, β, γ ∈ [0, 1]

α>β
��q

β ≤ J(α, γ)�t� �pqx|q�w�t� �py�pq~s~� {t � �qz��q|wsqyx p~�q{�~t z q�t� tx ~�q{tx|t �wp � yp�q ��yp�q � �''���yxs {~|pqst� {wx� � �wxxt�t o �
� �� �� $ �	 
@� =:�
=�;<=�@�
�t� p�r�t� qz��q|wsq�t� � {yxs �w �qrxq�|wsqyx w ~s~ {yxx~t tx � �� �� � � t��txs �spt ��t� |yzzt�xt w���q|wsqyx {qpt|st {t� sv~ypqt� {t �w{tv ��w{tv � ����� ��p �t pwq�yxxtz txs w��py |v~ � �t�yx

�w{tv � |vw��t rpwqx {t |yxxwq��wx|t � t�s �spt �� |yzzt �xt pt�spq|sqyx ��p �x tx�tz��t {t � y���q� �t� � �x sv~ypqt {t� � y��q� q�qs~� ���� yq� � �pw{t � ���� � ����� � yx pt�p~�txst �t� |yxxwq��wx|t��wp {t� {q�spq��sqyx� {t � y��q� q�qs~
π
��w �py� y�qsqyx �

X ∈ A
� � t�s w�yp� �spt qxstp�p~s~t wqx�q �

∀u ∈ U, πX(u) ≤ µA(u)
�

y�
µA(u)

t�s �w �yx|sqyx { �w��wpstxwx|t w� �y���tx�tz��t �y�
A
� �xt �yx|sqyx { �w��wp�stxwx|t

µA(u)
{~�xqs � y�p sy�s � yqxs {t � ��xq�tp� �t {trp~ { �w��wpstxwx|t {t

u

 � �tx�tz��t

�y�
A
� � �qx~rw�qs~ �py�qtxs {� �wqs ��t � �qx�ypz wsqyx �

X
t�s

A
� x �t�|��s �w� �� ��xt xy��t��tqx�ypz wsqyx pt�sptqrxt tx|ypt ���� � �tx�tz��t {t� �w�t�p� � y��q� �t� {t

X
��t� p�r�t� qz��q|wsq�t� � t��txs �spt ��t� |yzzt �xt t�stx�qyx {t �w �yrq��t |�w��q��t � tx�yrq��t |�w��q��t � �t z y{�� � yxtx� |yppt�� yx{ 
 �

A ∧ (A → O) |= O

y�
|=
pt�p~�txst � �qx�~ptx|t �yrq��t �

∧
t�s �w s�xypz t w��y|q~t 
 �w pt�wsqyx |yx�q{~p~t � �x�yrq��t �y�t � yx w �t z y{�� � yxtx� r~x~pw�q�~ �py� y�~ �wp �w{tv tx ���� ��w{tv � ���� � � wpsqx�u�y�wqpt � ����� �

A′ ∧ (A → O) |= O′



�� � � �������� �� ������ ������

ut ��q �qrxq�t ��t � y�p �x �wqs
A′ � yx t�s |w�w��t {t {~{�qpt �xt �w�t�p O′ {t � �qz��q|wsqyx

A → O
� �y�p �xt txsp~t

A′ � �w �w�t�p {t �ypsqt O′ |yppt�� yx{wxst t�s {yxx~t �wp �
µ′

O(w) = sup
u∈U

>(µA′(u), µA(u) → µO(w))
�� �� �

utsst |yz�qxwq�yx��py� t|sqyx t�s |yxx�t �y�� �t xyz {t |yz�y�qsqyx
sup−>

�y� ��������
������ �� �� �� ��� ������ � � ���t t�s �y��txs xys~t ◦ � �t� y� ~pwst�p� {t |yx� yx|sqyx ts { �qz��q|wsqyxxt � t��txs �w� �spt |vyq�q� qx{~� tx{wzztxs � ��x {t � �w�spt � �t |vyq� {t

>
{~stpz qxt {yx|� �y� ~pwst�p { �qz��q|wsqyx �� �wrp~rwsqyx {t |t� p�r�t� �t �wqs {t z wxq�pt |yx� yx|sq�t |wp |t��t��|q pt�p~�txstxs �xt � y��q�� q�qs~ xyx rwpwxsqt � {t� �w�t�p� |yx�q{~p~t� |yzzt �y��q� �t� �wp �xt p�r�t � t��txs �spt qxstp{qst��wp { �w�spt� p�r�t� � ut ��q � t�s w���q � �~|pqpt �

O′ = A′ ◦
n⋂

i=1

Ai → Oi
�� ���

�t� {t�� s�� t� {t p�r�t� qz��q|wsq�t� |yppt�� yx{txs w�� {t�� qxstp�p~swsqyx� �yrq��t� { ��xtp�r�t {t s�� t
A → O

�
� �yqs A

t�s �w�� y�
O
t�s �pwqt

� �yqs O
t�s �pwqt |vw��t �yq� ��t

A
t�s �pwqt � | �t�s�
�{qpt ��t

A → O
t�s sysw�tz txs �pwq �q

O
t�s w� z yqx� w���q �pwq ��t

A
�ut� {t�� qxstp�p~swsqyx� �yxs ~��q�w�txst� �yp��� �yx ptrwp{t �w sw��t {t �~pqs~ {t � �qz��q|wsqyx

→
�|� � sw��tw� � ��� � �x �wqs �

A → O
t�s �w�� �q ts �t��tz txs �q

A
t�s �pwqt ts

O
t�s �w�� �

A → O O ¬O

A
�pwqt �w��

¬A
�pwqt �pwqt

��� � � �� � �w��t {t �~pqs~ {t
A → O

ut� tx{wxs � |t� {t�� s�� t� { �qxstp�p~swsqyx z �xtxs 
 {t�� s�� t� { �qz��q|wsqyx �
� �t� qz��q|wsqyx� p~�q{�~t� � y�p �t���t��t� A → O

t�s sysw�tz txs �pwqt �q ts �t��tz txs �q
Ot�s w� z yqx� w���q �pwqt ��t

A
� �x w�� t��t |t� p�r�t� ��� ��� � ������ ��� � utsst qxstp�p~swsqyx�qrxq�t ��t �t� qz wrt� {t

A
�wp �w pt�wsqyx

R
�yxs {wx�

O
� |t ��q � t�s � �~|pqpt �

A ◦R ⊆ O
�

� �t� qz��q|wsqyx� {t �w �ypz t ¬A∨O
y�

¬
t�s �w x~rwsqyx ts

∨
�w {q�� yx|sqyx �y�t � ut� p�r�t��yxs w�� t�~� p�r�t� 
 |tpsqs�{t � utsst qxstp�p~swsqyx �qrxq�t tx �wqs ��t �t� ~�~z txs� vyp�{t

A
y� {wx�

O
w��wpsqtxxtxs 
 �w pt�wsqyx � |t ��q �t xyst �

R ⊆ Ā∪O
� �tz wp��yx� �� �tx�yrq��t �y�t � �w �ypz��wsqyx

¬A ∨ O
� �qxstp�p�st {q ~ptzz txs {t �w �yrq��t |�w��q��t �

� �� �� � m � !�� ��� !�����	��  �����!!��
�t� p�r�t� qz��q|wsq�t� rpw{�t��t� � t��txs �spt |yz�pq�t� |yzzt � � ����

X
t�s

A
� � ���

Z
t�s

O
�� ut� p�r�t� |yppt�� yx{txs 
 �w pt�wsqyx

A ◦ R ⊆ O
�yp���t

◦
t�s �w |yz�y�qsqyx

sup
�
∧
y�

∧t�s �y��txs �t z qxqz�z � �w pt�wsqyx � t�s w�yp� �t xystp �
sup
u∈U

(µA(u) ∧ πZ|X(w, u) ≤ µO(w))
�� ���



��

πZ|X(w, u)
t�s �xt {q�spq��sqyx {t � y��q� q�qs~ |yx{qsqyxxt��t � ���t t��pqz t �w pt�wsqyx {t {~�� tx{wx|t txspt
X
ts

Z
� t��t � tpz ts {t {~stpz qxtp 
 ��t� � yqxs �x ~�~xtz txs

w ∈ W
t�s � y��q� �t ��w|vwxs ��t � �~�~xtz txs

u ∈ U
t�s � y��q� �t w� {trp~

πX(u)
�}� t� q�st {q~ptxs� s�� t� {t p�r�t� qz��q|wsq�t� rpw{�t��t� �t�yx � �qz��q|wsqyx �sq�q�~t {wx�� �~��wsqyx � �� � �y�� tx ~s�{qtpyx� spyq� �

� }z��q|wsqyx �p~�q{�~t� {t ��{t� � a → o =

{
1

�q
a ≤ b

o
�qxyx

U0

α

1
A

0

1
O O’

α

Wuyx{qsqyx {t �w p�r�t �ypsqt {t �w p�r�t
� 	� � � �� � }x�~ptx|t w�t| �xt p�r�t qz��q|wsq�t rpw{�t��t �qz��q|wsqyx {t ��{t�� ts �xt txsp~t�spq|st

� }z��q|wsqyx �p~�q{�~t� {t �yr�tx � a → o =

{
min(1, o/a)

q�
a 6= 0

1
ysvtp� q�t

U0

α

1
A

0

1
O O’

α

Wuyx{qsqyx {t �w p�r�t �ypsqt {t �w p�r�t
� 	� � � �� � }x�~ptx|t w�t| �xt p�r�t qz��q|wsq�t rpw{�t��t �qz��q|wsqyx {t �yr�tx � ts �xt txsp~t�spq|st

��t| �yr�tx � �w s�xypz t t�s �t �py{�qs �
� }z��q|wsqyx �xyx p~�q{�~t� {t �t�|vtp��wqxt� � a → o =

{
1

�q
a ≤ o

0
�qxyx

�x � t�s xystp ��t � �qz��q|wsqyx {t �t�|vtp��wqxt� t�s �w pt�wsqyx xyx��y�t �w z yqx� �� ~�|q���t �~pq�wxs �w pt�wsqyx � �� ��q��� �t��t t�s ~rw�t w� xy�w� {t� w�spt� qz��q|wsqyx� � �w
�r�pt � �� zyxspt � �qx�~ptx|t { ��xt txsp~t �spq|st 
 �wpsqp { ��xt p�r�t qz��q|wsq�t rpw{�t��tz y{~�q�~t �wp � �qz��q|wsqyx {t �t�|vtp��wqxt� �

U0

α

1
A

0

1
O O’

α

Wuyx{qsqyx {t �w p�r�t �ypsqt {t �w p�r�t
� 	� � � �� � }x�~ptx|t w�t| �xt p�r�t qz��q|wsq�t rpw{�t��t �qz��q|wsqyx {t �t�|vtp��wqxt�� ts �xttxsp~t �spq|st
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�x |vyq�qpw �xt qz��q|wsqyx {t �t�|vtp��wqxt� �q yx �y�vwqst y�stxqp �x p~���sws qz�p~|q�z wq� xyx �y� � �x �y�ppw w���q |vyq�qp � �qz��q|wsqyx {t �yr�tx �y�p �w �ypz t spw� ~�yq{w�t ��y�p ���� {t {~swq�� ��p �t� p�r�t� qz��q|wsq�t� rpw{�t��t� � yx � t�s �t p~�~ptp 
 ��pw{t � �����y� ���� yq� � �pw{t � ����� � � ut� p�r�t� �yxs �wpsq|��q�ptz txs w{~��wst� � y�p {t� �py|t����{ �qxstp� y�wsqyx �
� �� �� �� m � !�� ��� !�����	�� � ���������
�t� p�r�t� 
 |tpsqs�{t � t��txs � �qxstp�p~stp wqx�q � � ����

X
t�s
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Conclusion règles conjonctives à possibilité

Conclusion règles implicatives graduelles (G”odel)
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�t z ~|wxq�z t { �qxstp� y�wsqyx z q� tx ���pt � y�p �t� p�r�t� {t � wz{wxq t�s {~|pqs tx {~�swq� {wx� ���� yq� ts w� � � ����� � �y�� pw�� t�yx� q|q �t� �pqx|q�w�� p~���sws� � �y�p �t� p�r�t�|yx� yx|sq�t� � �w �r�pt � ��� zyxspt �w {q�spq��sqyx {t � y��q� q�qs~ {t �ypsqt qx�~p~t �wp spyq� p�r�t� �
Ai ∧ Oi (i = 1, 2, 3)

� �x �yqs ��t �yp���t � �txsp~t �wpqt {t
a1



a2
�w� � �t��� �t� xq�tw�� y��yxs spyx��~�

O1
ts

O2
�yxs wt|s~� �� � � ��q���t �t z w� qz�z {t �w {q�spq��sqyx {t �ypsqt t�s �xqxstp�w��t � �xt ~sw� t {t {~����q�|wsqyx t�s x~|t��wqpt � �t� �r�pt� �|� ts �{ � z yxsptxs �t� p~���sws�tx �sq�q�wxs �t� {~����q�|wsqyx� {t �w z y�txxt {t� z w� qz w ts {� |txspt {t rpw�qs~ � �t�� �t |txspt{t rpw�qs~ z �xt 
 �xt �yx|sqyx |yxsqx�t ��q t�s � tx r~x~pw� � z yxysyxt � �x �wqs � q� w ~s~ z yxsp~��t {wx� |tpswqxt� �qs�wsqyx� � �x tx�tz��t {t p�r�t� �y�t� |vtp|vwxs 
 t��pqz tp ��w�qswsq�tz txs�x |yz� ypstz txs z yxysyxt � t�s �py{�qpt {t� �yq� {t |yxsp� �t xyx z yxysyxt� ��|vyss � � vw�tx� ���� � �wx opy t�vy�tx � �''�� � ut� tx{wxs � |yxspwqptz txs 
 |t ��q t�s wsstx{� � |tsst �yx|sqyxx �t�s �w� �qx~wqpt �
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��y�stp �xt p�r�t |yx� yx|sq�t 
 �xt �w�t {t p�r�t� ~�wprqs �w {q�spq��sqyx {t � y��q� q�qs~ {t�ypsqt � �t ���s�z t {t p�r�t� w�pw {yx| sy�� y�p� �xt �y��sqyx � z �zt �q �w �w�t {t p�r�t� |yz� ypst{t� p�r�t� |yx� q|s�t��t� � �x �wqs � � ��� yx w�pw {t p�r�t� {wx� �w �w�t � � ��� |t��t�|q �tpw qz�p~|q�tstx{wxs �tp� � ��xq�tp� {t �ypsqt sy�s txsqtp w��t� pw�q{tz txs � ut |yz�ypstz txs �py��~z wsq��tt�s �y��txs |w|v~ �wp �t �py |t���� {t {~����q�|wsqyx � z wq� q� t�s {wxrtpt�� |wp yx � �wsstx{ 
 w�yqp�x ���s�z t ���� �p~|q� tx w� y�swxs {t� p�r�t� {wx� �w �w�t � |t ��q x �t�s �w� �t |w� � �w |yx���qyx�qtxs {� �wqs ��t �t� p�r�t� |yx� yx|sq�t� �yxs �wp�yq� qxstp�p~s~t� |yzzt {t� p�r�t� �yrq��t� ��t� p�r�t� qz��q|wsq�t� t��pqz txs {t� |yxspwqxst� ��p �t� �w�t�p� { �txsp~t��ypsqt � �wp |yx�~���txs � � ��� yx w {t p�r�t� {wx� �w �w�t � � ��� �t ���s�z t t�s �p~|q� � �t ���� � �q {t� p�r�t� �yxs|yxspw{q|syqpt� � �t ���s�z t x �w�pw �w� {t �y��sqyx � |tsst �py�pq~s~ t�s qxs~pt��wxst |wp t��t �w xy��� tpz tsspt {t st�stp �w |yv~ptx|t �yrq��t {t �w �w�t {t p�r�t� �
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�w xysqyx {t |yv~ptx|t t�s spwqs~t tx {~swq� {wx� ����yq� ts w� � � ���� � �rvtssy � ����� � ��t�

� �y���ts � ���'� � �xt �w�t {t p�r�t� t�s qx|yv~ptxst �q {t� p�r�t� {~|�tx|v~t� �qz��swx~z txsyxs {t� p~���sws� |yxspw{q|syqpt� � �w xysqyx {t |yv~ptx|t � �w���q��t �t��tz txs w�� p�r�t� qz��q|w�sq�t� � ���t xt �qrxq�t pqtx � y�p �t� p�r�t� |yx� yx|sq�t� ��q��� �q� � �wrqs � ��st { �t�tz��t� {t �w�t�p�{ �txsp~t� ts {t �ypsqt� |yx� yqxstz txs � y��q� �t� ��w |yv~ptx|t { ��x tx�tz��t {t �py� y�qsqyx� t�s {~�xqt �wp � �w��tx|t {t |yxspw{q|sqyx �yrq��t ��wp �w ��qst � xy�� �p~�txsyx� {q~ptxs� |w� 
 ~�qstp � y�p |yx�tp�tp �w |yv~ptx|t � �x��qst � xy��{~�xqpyx� �w |yv~ptx|t � y�p �x tx�tz��t {t p�r�t� qz��q|wsq�t� �
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�� ���� �!������� � �w |yx�q�swx|t �yrq��t { ��x tx�tz��t {t p�r�t� � t�s �t {~�xqp �wp � �t� q��stx|t { ��x z y{��t �t �~pq�wxs � �qx�q � w�|�xt {~{�|sqyx {t � �tx�tz��t {t p�r�t� xt {yqs |yx{�qpt

 �xt |yxspw{q|sqyx � �t ���s�z t t�s qx|yv~ptxs �q yx � t�s {~{�qpt �w |�w��t �q{t 
 �wpsqp {t� �tx�tz��t {t p�r�t� ts { ��xt txsp~t � �y�p �~pq�tp �w |yv~ptx|t { ��x tx�tz��t {t p�r�t� � q� �w�s� �wssw|vtp 
 spyq� w�� t|s� �

� � uyv~ptx|t {t |vw��t p�r�t �
� �w� {t p�r�t qx{~|�tx|vw��t �A ∧ ¬A → B

�
� �w� {t {~|�tx|vtz txs qz��q��wxs �xt |�w��t �q{t �A ∧ B → ¬A

�
� � uyv~ptx|t {t � �tx�tz��t {t� p�r�t� �

� �w� {t |yx� qs txspt {t�� p�r�t� y� ���� �p~���sws� |yxspw{q|syqpt� A → B
ts

A → ¬B)
�

� �w� {t |vw
xt� { �qx�~ptx|t |yxspw{q|syqpt� � {t�� y� ����qt�p� |vw
xt� { �qx�~ptx|t w�t|{t� |yx{qsqyx� q{txsq��t� z �xtxs 
 {t� p~���sws� |yxspw{q|syqpt� �
{A → B,B → D}

ts
{A → C,C → ¬D}

� �
� �w� {t p�r�t� w�t| {t� |yx{qsqyx� qx�sq�t� �t��t� yxs �w z �zt |yx|���qyx ts �t� |yx{qsqyx���q �t� {q ~ptx|qtxs �ypz txs �xt sw�sy�yrqt �

A ∧ B → C
ts

A ∧ ¬B → C
� �

� �w� {t � y�|�t { �qx�~ptx|t �{A → B,B → C,C → A}
� �

� �w� {t |y��tps�pt qx|yz���st {t � �t��w|t { �txsp~t � �xt |y��tps�pt qx|yz���st x �t�s |t�� tx{wxs �w� �py��~z wsq��t �q t��t |yppt�� yx{ p~t��tz txs 
 �x z wx��t {t |yxxwq��wx|t�y� w {t� qz� y��q� q�qs~� p~t��t� ��v��q��t�� �
� � uyv~ptx|t {t � �tx�tz��t {t� p�r�t� �q��
�� q� {t |vw��t txsp~t � y��q� �t �

�� ���� "��� � ��t| {t� p�r�t� �y�t� � yx � t�s pt�ptx{pt �t� spyq� w�� t|s� �p~|~{txs� � �w|vwxs��t
A ∧ ¬A 6= ∅

tx r~x~pw� �
� � uyv~ptx|t {t |vw��t p�r�t �

� �w� {t p�r�t qx{~|�tx|vw��t �A ∧ ¬A → B
� � |tsst xysqyx x �w �w� �pwqz txs {t �tx� w�t|{t� p�r�t� �y�t� |wp

A
ts

¬A
� t��txs w�yqp {t� �w�t�p� |yzz�xt� �yp���t

A
t�s �xtx�tz��t �y� �

� �w� {t {~|�tx|vtz txs qz��q��wxs �xt |�w��t �q{t �A∧B → ¬A
� � sy�s { �w� yp{ w� xq�tw�{t �w pt�p~�txswsqyx {t� |yxxwq��wx|t� � yx � t�s � �rtp �� �q� x �t�s �w� ��{q|qt�� {t �ptx{pt�t z �zt {yz wqxt �|t�� q {t

A
� tx txsp~t ts tx �ypsqt { ��x ���s�z t � ut� tx{wxs � tx �yrq��t

�y�t � |tsst |�w��t x �t�s �w� �yp|~z txs �q{t �
� � uyv~ptx|t {t � �tx�tz��t {t� p�r�t� �

� �w� {t |yx� qs txspt {t�� p�r�t� y� ���� �p~���sws� |yxspw{q|syqpt� A → B
ts

A → ¬B)
�tx �yrq��t �y�t �

B
ts

¬B
yxs �xt qxstp�t|sqyx |yzz�xt � �wp |yx�~��txs � �xt �ypsqtxyx xypz w�q�~t � t�s t� q�stp � � p � w�t| �t� p�r�t� qz��q|wsq�t� � �xt �ypsqt xyx xypz w�q�~tt�s �t �qrxt { ��x qx|yv~ptx|t � �x t�s {yx| �w� y��qr~ { �qx�~ptp �xt �ypsqt �q{t � y�p �spt|yxspw{q|syqpt �

� �w� {t |vw
xt� { �qx�~ptx|t |yxspw{q|syqpt� � {t�� y� ����qt�p� |vw
xt� { �qx�~ptx|t w�t|{t� |yx{qsqyx� q{txsq��t� z �xtxs 
 {t� p~���sws� |yxspw{q|syqpt� �
{A → B,B → D}ts

{A → C,C → ¬D}
� � tx �yrq��t �y�t � �q yx |vw
xt {t� ���s�z t� { �qx�~ptx|t � {t��py���z t� {t |yv~ptx|t �qz q�wqpt� � y�ppyxs �spt z q� 
 � y�p �q �t� �ypsqt� {~|�tx|v~t�x �yxs �w� { �qxstp�t|sqyx |yzz�xt �

� �w� {t p�r�t� w�t| {t� |yx{qsqyx� qx�sq�t� � �wp t�tz��t � �q �t��tz txs {t�� tx�tz��t�
�y��

B1
ts

B2
|y��ptxs � ��xq�tp�

V
� �t� p�r�t�

A1 ∧ B1 → O1,1
ts

A1 ∧ B2 → O1,1
yxs�xt |yx{qsqyx qx�sq�t ��p

V
|wp �w p�r�t

A1 → O1,1
�tpwqs ��� �wxst �
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 �w z wxq�pt {t pwq�yxxtp {t� t�� tps� |wp �t� txsp~t� ts �t� �ypsqt� �yxs�qtx q{txsq�~t� � ut� tx{wxs � �xt st��t � y�|�t �tpwqs � y��q� �t �q � �yx |yx�sp�q�wqs �t ���s�z t��q�wxs �
A1 → B1

�
B1 → C1

ts
C1 → A1� �w� {t |y��tps�pt qx|yz���st {t � �t��w|t { �txsp~t �

� � uyv~ptx|t {t � �tx�tz��t {t� p�r�t� �q��
�� q� {t |vw��t txsp~t � y��q� �t �
� �� �� �� m ��������� � ��� ������ !� �� �� !��
�� ���� �!������� � }� �w�{pw �~pq�tp �w pt{yx{wx|t { ��xt p�r�t �wp pw�� yps 
 { �w�spt� p�r�t� ��t� �py���z t� {t pt{yx{wx|t� � t��txs wppq�tp �yp��� ��xt p�r�t w {t� |yx{qsqyx� �����~z txswqpt�y� �qtx �yp��� �t��t w z yqx� {t |yx|���qyx� �

A ∧ B → C
ts

A → C
y�

A → B
ts

A → B ∧ C
� �

�� ���� "��� � �t� �py���z t� {t pt{yx{wx|t� � t��txs w���q �t �py{�qpt tx �yrq��t �y�t � �wpt�tz��t �
A1 ∧ B1 → O1,1

ts
A1 → O1,1

�yxs pt{yx{wxst� |wp �w �t|yx{t t�s z yqx� �� ~|q���t �
� �� �� �� m ���� � ��� !� ��������
�y�p p~��z tp � �t� spyq� w�� t|s� ��q yxs {� �tx� �q��
��q� {t �w pt�p~�txswsqyx {t� |yxxwq��wx|t��yxs �t� ��q�wxs� �
� �w |yv~ptx|t qxstpxt {t |vw��t p�r�t � �t�yx �w{tv ��w{tv � ����� � �xt p�r�t qz��q|wsq�t

A → O
t�s |yv~ptxst �q �t� tx�tz��t� �y��

A
ts

O
�yxs xypz w�q�~� �

� �w |yv~ptx|t {t � �tx�tz��t {t p�r�t� �y�t� � �q � y�p sy�st txsp~t � q� t� q�st �xt �w�t�p {t�ypsqt |yz�wsq��t w�� p�r�t� {� ���s�z t � w�yp� � �tx�tz��t {t p�r�t� t�s |yv~ptxs �
� �w pt{yx{wx|t {wx� �t ���s�z t {t p�r�t� � |t �py���z t t�s z yqx� rpw�t ��t �w |yv~ptx|t{� ���s�z t {t p�r�t� |wp q� xt z y{q�t �w� �t p~���sws y�stx� � �x pt�wx|vt � �w �w�t t�s���� |yz��t�t ts z yqx� �w|q�t 
 qx�~ptp �yp��� �t��t t�s pt{yx{wxst � �xt p�r�t qz��q|wsq�tt�s pt{yx{wxst �wp pw�� yps 
 �w �w�t {t p�r�t�

R
�q t��t xt z y{q�t �w� �t� |yxxwq��wx|t�{t |tsst �w�t � �t� p�r�t� pt{yx{wxst� �yxs {yx| �t� p�r�t� �t� z yqx� �� ~|q���t� |wp t��t�w�� ypstxs �xt qx�ypz wsqyx z yqx� �p~|q�t ��t |t��t t� q�swxs {~� 
 � �x � t�s xystp �� ��x���s�z t {t p�r�t� pt�� t|swxs � �qx{~� tx{wx|t qx�~ptxsqt��t xt � t�s �w� �spt pt{yx{wxs � �y��xy�� �y |w�q�tpyx� {yx| ��p �t� �py���z t� {t |yv~ptx|t �

� �� �� �� �������� ���� �� ������ !� �� �� !�� ��� !�����	��
� �������� � uyv~ptx|t { ��x tx�tz��t {t p�r�t� qz��q|wsq�t� � �x ���s�z t {t p�r�t� qz��q|w�sq�t� t�s |yv~ptxs �q � y�p sy�st� �t� �w�t�p� { �txsp~t � y��q� �t� � q� t� q�st w� z yqx� �x �w�t�p {t �w�ypsqt qx�~p~t |yz���stz txs |yz�wsq��t � � y�p |t �wqpt � �w �ypsqt qx�~p~t {yqs �spt xypz w�q�~t ��t z wxq�pt ���� t���q|qst � tx �p~�tx|t { ��x tx�tz��t {t p�r�t� � |vw��t �y���tx�tz��t {t� �txsp~t �y� qxstp�t|sqyx {t �y���tx�tz��t�� {yqs {~|�tx|vtp {t� p�r�t� w�wxs {t� �ypsqt� {yxs� �qxstp�t|sqyx t�s xypz w�q�~t tx �ypsqt � �wp t�tz��t � �q yx w �t� p�r�t�

A1 → O1
ts

A2 → O2
� �q

A1
⋂

A2 6= ∅
� �t� �y���tx�tz��t� {t �ypsqt�

O1
ts

O2
{yq�txs w���q �~pq�tp

O1
⋂

O2 6= ∅
w�x �� ��x�wqs {t � �txsp~t xt ��q��t �w� txspw
xtp �xt |�w��t �q{t tx �ypsqt �utsst xysqyx {t |yv~ptx|t t�s �ypstz txs �q~t w�� �wpsqsqyx� �sq�q�~t� tx txsp~t ts tx �ypsqt {����s�z t {t p�r�t� � �y�� {~swq��tpyx� tx �t|sqyx � �� �� ts � �� �t� �wpsqsqyx� { �txsp~t� ts {t �ypsqt 
�sq�q�tp � y�p pt�� t|stp �w |yv~ptx|t {� ���s�z t �



�� � � �������� �� ������ ������

� �� �� � ��;6=�:@ � (=67�9@6�@
}� t� q�st {t�� w��py|vt� {q~ptxst� � y�p � �qx�~ptx|t {t ����qt�p� p�r�t� �y�t� ��wpsqx�u�y�wqpt� ���� � o�|��t� � � w�w�vq � ���� � �
� � }�� �� qp�s }x�tp �vtx �rrptrwst� � t��t |yx�q�st 
 t t|s�tp �w |yz�y�qsqyx

sup−minp�r�t 
 p�r�t ��q� 
 wrp~rtp �t� p~���sws� � �t� ���s�z t� {t p�r�t� |yx� yx|sq�t� �sq�q�txs |tsstz ~svy{t { �qx�~ptx|t ��q t�s �wpsq|��q�ptz txs �w|q�t 
 ztsspt tx ���pt ��q��� �yx � t�s qx�~ptp�y |w�tz txs �| �t�s�
�{qpt p�r�t 
 p�r�t�
� ���} �� qp�s �rrptrwst �vtx }x�tp� � t��t |yx�q�st 
 w���q��tp �w |yz� y�qsqyx

sup−min

 �wpt�wsqyx

R
� �x t t|s�t q|q �xt qx�~ptx|t r�y�w�t ��q��� �yx w���q��t r�y�w�tz txs � �qx�~ptx|t


 � �tx�tz��t {t p�r�t� {q�� yxq��t� � utsst z ~svy{t t�s ���� |yz��q��~t 
 ztsspt tx ���pt �
� �� �� � m � !�� ���������	��
��t| �t� p�r�t� |yx� yx|sq�t� � � y�p �xt �w�t {t p�r�t�

Ai ∧Oi, i = 1, . . . , n
� �w �ypsqt t�s {yxx~t�wp �w �ypz��t � �� �

O′ = A′ ◦
⋃

i=1,...,n

Ai ∧ Oi

utsst pt�wsqyx ����}� �qrxq�t ��t �t� p�r�t� {yq�txs �spt wrp~r~t� w�wxs {t � y��yqp w���q��tp�w |yz� y�qsqyx
sup−min

xys~t
◦
� ut� tx{wxs � �t� y� ~pwst�p�

◦
ts ⋃ |yzz�stxs � �x � t�s w�yp�~|pqpt �w pt�wsqyx �p~|~{txst wqx�q �

O′ = A′ ◦
⋃

i=1,...,n

Ai ∧ Oi

=
⋃

i=1,...,n

(A′ ◦ Ai ∧ Oi)

=
⋃

i=1,...,n

(O′
i)

�� ����
�x � t�s w�yp� �sq�q�tp �t z ~|wxq�z t { �qx�~ptx|t p�r�t 
 p�r�t ��q �t |yz� y�t {t spyq� ~sw� t� �
� � �~�t|sqyx {t� p�r�t� {~|�tx|v~t� �wp � �txsp~t �
� � {~|�tx|vtz txs {t� |t� p�r�t� �xt �wp �xt �
� � |yz�qxwq�yx {t� |yx|���qyx� y�stx�t� � y�p |vw��t p�r�t �yx wrp�rt �t� {q ~ptxs� p~���sws�� �
ut|q pt�qtxs 
 �wqpt �xt |yz�qxwq�yx {q�� yx|sq�t {t� |yx|���qyx� �wpsqt��t�

O′
i

|yzzt �t z yxspt� �~��wsqyx � ��� � utsst z ~svy{t t�s qxs~pt��wxst |wp t��t {q�� tx�t {t |yx�sp�qpt �w pt�wsqyx
R
� sp��|yz��t�t �yp���t �t� p�r�t� yxs ����qt�p� txsp~t� �

� �� �� �� m � !�� ��� !�����	��
�t� p�r�t� qz��q|wsq�t� � �wrrp~rtwxs |yx� yx|sq�tz txs � yx �wps {� �|v~z w { �qx�~ptx|t ��q�wxs �

O′ = A′ ◦
⋂

i=1,...,n

Ai → Oi

�x pt�wx|vt �
◦
ts ⋂ xt |yzz�stxs �w� � }� w ~s~ {~z yxsp~ ���� yq� � �pw{t � ���� � ��t �t��t� �qx|���qyx ��q�wxst t�s �~pq�~t �



��

O′ = A′ ◦
⋂

i=1,...,n

Ai → Oi

⊆
⋂

i=1,...,n

(A′ ◦ Ai → Oi) =
⋂

i=1,...,n

O′
i

�� ����
�� ��� �

��t| |t� p�r�t� � �t p~���sws 
 �wpsqp {t � �w��py |vt � }�� x �t�s r~x~pw�tz txs �w� t���yqsw��t��q���t �w |yx|���qyx
O′ ��q tx p~���st t�s �xt w��py� qz wsqyx ��� ~pqt�pt {t �w |yx|���qyx p~t��t ���t| �xt txsp~t qz�p~|q�t � q� � t�s z �zt |yx{�qpt 
 � �qx{~stpz qxwsqyx sysw�t ��w �ypsqt t�s ~rw�t


 � ��xq�tp� {t �ypsqt sy�s txsqtp� ��x r~x~pw� � w�t| �t� p�r�t� qz��q|wsq�t� � yx t�s {yx| |yxspwqxs { ��sq�q�tp �t �|v~z w { �qx�~ptx|t
���} � y�p w�yqp �w �y��sqyx t�w|st {t �w �ypsqt qx�~p~t �

O′ = A′ ◦
⋂

i=1,...,n

Ai → Oi
�� ����

�x pt�wx|vt � � y�p {t� txsp~t� �p~|q�t�
u
� yx � t�s �t pwz txtp 
 �x �py|t���� { �qx�~ptx|t � }����q���t � �qx|���qyx {t �w pt�wsqyx � ��� {t�qtxs �xt ~rw�qs~ �

O′ = u ◦
⋂

i=1,...,n

Ai → Oi =
⋂

i=1,...,n

(u ◦ Ai → Oi)
�� ����

�x �p~�tx|t { �txsp~t� �p~|q�t� � yx � t�s {yx| �sq�q�tp �t z �zt �|v~z w ��t |t�� q �sq�q�~ � y�p{t� p�r�t� |yx� yx|sq�t� �ut� tx{wxs � �q � �yx �y�vwqst pt�p~�txstp {t� qx�ypz wsqyx� txsw|v~t� { �qz�p~|q�qyx tx txsp~t � q�t�s x~|t��wqpt { ��sq�q�tp {t� txsp~t� �y�t� ts {yx| � �t �|v~z w { �qx�~ptx|t ���} � �t� w�rypqsvz t�{ �qx�~ptx|t {yxxwxs �xt �y��sqyx t�w|st ���p��tx � �qwx � ����� yxs �xt |yz��t� qs~ sp�� ~�t�~t ��y�� {yxxtpyx� {wx� �t |vw�qspt ��q�wxs {t xy��tw�� w�rypqsvz t� { �qx�~ptx|t 
 �wpsqp { �txsp~t�
�y�t� {wx� �t |w� {t p�r�t� qz��q|wsq�t� rpw{�t��t� z yxy ts �q{qz tx�qyxxt��t� � ut� w�rypqsvz t� ��w�~� ��p �w �py�pq~s~ { �qx{~� tx{wx|t qx�~ptxsqt��t � �yxs {t |yz��t� qs~ p~{�qst � {yx| �sq�q�w��t�tx �pwsq��t �
� �� ���� E�	���
ut |vw�qspt xy�� w � tpz q� {t z yxsptp �� �q� t� q�st {t�� s�� t� {t p�r�t� tx �yrq��t �y�t � ��qyxs {t�� �tx� �qtx {q�sqx|s� �
� �t� p�r�t� qz��q|wsq�t� ��q �yxs �xt r~x~pw�q�wsqyx �y�t {t� p�r�t� |�w��q��t� ts ��q � tp�z tsstxs {t pt�p~�txstp {t� |yxspwqxst� �y�t� �
� �t� p�r�t� |yx� yx|sq�t� ��q pt�p~�txstxs {t� t�tz��t� {t �w�t�p� |yx� yqxstz txs � y��q� �t� ��y�p |vw|�xt {t |t� |ws~rypqt� � yx w {t�� s�� t� {t p�r�t �t�yx ��t � �w|sq�wsqyx {t �w p�r�t t�sp~� tp|�s~t ��p �t xy�w� �p�r�t� qz��q|wsq�t� rpw{�t��t� ts p�r�t� |yx� yx|sq�t� 
 � y��q� q�qs~� y� ��p�t ���� yps �p�r�t� qz��q|wsq�t� 
 |tpsqs�{t y� p�r�t� |yx� yx|sq�t� wxsqrpw{�t��t�� ��p�|t 
 |tsst {t�|pq�sqyx qx��qp~t {t� spw�w�� {t ���� yq� � �pw{t � ����w � ����� ts ��rvtssy� ����� � � q� t�s ���� �w|q�t {t {~|q{tp {� s�� t {t p�r�t� |yppt�� yx{wxs 
 �w z y{~�q�wsqyx �y�vwqs~t ��wx� xyspt |w� � �t� p�r�t� qz��q|wsq�t� rpw{�t��t� �yxs �t� ���� w{~��wst� |wp t��t� � tpz tsstxs {tz y{~�q�tp {t� |yxxwq��wx|t� t�� tpst� z wq� w���q { �w��p~vtx{tp {t� |yx|t�s� {t �ypsqt rpw{�t�� ��y�� w�yx� {yx| |yz�wp~ �t� p�r�t� qz��q|wsq�t� rpw{�t��t� w�� p�r�t� |yx� yx|sq�t� 
 � y���q� q�qs~ � y�p z tsspt tx w�wxs �t � yx |yz�ypstz txs {t� p�r�t� qz��q|wsq�t� tx |t ��q |yx|tpxt
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� �qxstp� y�wsqyx � � �qx��tx|t {t �w �ypz t {t �w �wpsqsqyx {t �ypsqt � � �w||�z��wsqyx {t |yxxwq��wx|t�{wx� �xt �w�t {t p�r�t� ts �t pt�� t|s {t �w |yv~ptx|t �ut� tx{wxs � xy�� w�yx� �y��qrx~ � ��xt {t� {q� |��s~� �pqx|q�w�t� {t |t s�� t {t p�r�t� � � �qx��~ptx|t 
 �wpsqp {t ���s�z t z��sq�{qz tx�qyxxt� �yp��� �yx t�s tx �p~�tx|t { �txsp~t� �y�t� � �t��y��sqyx� �yxs w�� yps~t� {wx� �t |vw�qspt ��q�wxs � �wp wq��t�p� � |yzz t �t� p�r�t� qz��q|wsq�t� �yxs� t� �sq�q�~t� � ts ��t �t�p �yx|sqyx � t�s {~py�stp � ��sq�q�wst�p vw�qs�~ 
 zy{~�q�tp w�t| �t� p�r�t�|yx� yx|sq�t� � q� t�s qz� ypswxs {t {yxxtp {t� ~�~z txs� �pwsq��t� { ��sq�q�wsqyx {t { �qxstp�p~swsqyx{t |t� p�r�t� � u �t�s |t ��t xy�� �tpyx� {wx� �t |vw�qspt � �
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(0, 1, 0)
��!�  �� ���� -��  �!

!�$�%� & ��% �#" & #.�%  �� ��" " �$� &�%  ��%� �� �-#����
Absci(A1) = Absci(B1) = (0, 0, 1)

�$
Absci(A2) = Absci(B2) = (0, 1, 1)

� ��� &�%$#$#�!�
A1


A2


B1

�$
B2

��!$ #  ��$%*�� ��%  � .��%�
� �" �
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 � �" � !�%$#$#�!� � +�!$%*�� �� ���$/" �
!��% ��$�!#% ��� &�%$#$#�!� �� ��%$#�� � &�%$#% �� -�� &�%$#$#�!� � +�!$%*��  �! �&& #0��  �

(�!-$#�!  #!*�#%� ��#)�!$� �
f(x, y) = a + bx + cy

�)�-
a, b

�$
c ≥ 0

� � ��� �)�!� -��#�# � +�$# #��%
�!� (�!-$#�!  #!*�#%� -�% - +��$  � -��#�  � &  �� �#" & � & �%" �$$�!$ �� ��%�!$#%  � �%���� #$* �$  �
" �!�$�!#� �� ���$/" � �� %/�  �� �

��� ��" " �$� ��� ��%$#�� ��!$ -� -� *� � &�%$#% ��� ��" " �$� ��� �!$%*�� � �� -� -� ��#$ �� (�#%�
�� �!  �� � %/�  �� & ���#�  �� ��%  �� � &�%$#$#�!� � +�!$%*�� �

� A1 ∧ B1 → O1,1

O1,1 = f(Absci(A1), Absci(B1)) = a + bAbsci(A1) + cAbsci(B1)

= a(1, 1, 1) + b(0, 0, 1) + c(0, 0, 1)

O1,1 = (a, a, a + b + c)

� A1 ∧ B2 → O1,2

O1,2 = f(Absci(A1), Absci(B2)) = a + bAbsci(A1) + cAbsci(B2)

= a(1, 1, 1) + b(0, 0, 1) + c(0, 1, 1)

O1,2 = (a, a + c, a + b + c)

� A2 ∧ B1 → O2,1

O2,1 = f(Absci(A2), Absci(B1)) = a + bAbsci(A2) + cAbsci(B1)

= a(1, 1, 1) + b(0, 1, 1) + c(0, 0, 1)

O2,1 = (a, a + b, a + b + c)

� A2 ∧ B2 → O2,2

O2,2 = f(Absci(A2), Absci(B2)) = a + bAbsci(A2) + cAbsci(B2)

= a(1, 1, 1) + b(0, 1, 1) + c(0, 1, 1)

O2,2 = (a, a + b + c, a + b + c)
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O1,1


O1,2


O2,1

�$
O2,2

��!$ ��!-  �� ��#)�!$�  �%�0� +�! -��#�#$ - & �� & �$#$ 0��
� �

1

0 a+b

O1,1 O1,2

a+c

O2,2

Wa a+b+c

O2,1

� �� 
 � �"� � !�%$#$#�! �� ��%$#� �� ���$/" � �! �$# #��!$  � (�!-$#�!  #!*�#%�
a + bx + cy

�! %�" �%0�� 0��
O1,1

�$
O2,2

(�%" �!$ �!� &�%$#$#�! (�%$� � �! %�)�!-��   � &�%$#$#�! ��!� ��!
�!��"�  � �

O1,1

O1,2


O2,1

�$
O2,2

� ! +��$ & �� �!� &�%$#$#�! (�%$� � !�% -�!�$%�-$#�!   �� ��" " �$�
��� ����,�!��"�  �� ��!$ ��" *$%#0��� &�% %�&& �%$ �  +���

z = a + b+c
2

� � ��$ ����# #!$*%����!$ ��
!�$�% 0�� �#

b = c
� �%�

O1,2
�$

O2,1
��!$ -�!(�!��� � �� ��%$#� ��%� � �%� ��� �" �!$ -�" & ��*� ��

$%�#� ����,�!��"�  �� '��� � 	)�- -�� �!��"�  ��
O1,2

�$
O2,1

�#�-$#!-$�   � ��%$#� #!(*%*� & ��% �!�
�!$%*� ��!�  �� !����� ��

A1
�$ ��

B2
��%� �#� *%�!$� ��  � ��%$#� #!(*%*� & ��% �!� �!$%*� ��!�  ��

!����� ��
A2

�$ ��
B1

� � �!� -�� -�!�#$#�!�   � ��%$#�
O1,2

��%� & �� &%� -�� ��
O1,1

0�� ��
O2,2

�
� �  � " �" � " �!#/%�   � ��%$#�

O2,1
��

O2,2
0�� ��

O1,1
� �#  � ���$/" � � " ��* #��% ��$ ��" *$%#0�� 

�! �$# #��%� � �%� ��� (�!-$#�!� ��" *$%#0��� & ��% -%*�%  �� &�%$#$#�!� �
��$$� " *$�� �� !��� " �!$%� -�" " �!$ -%*�% �!� &�%$#$#�! �� ��%$#� � &�%$#% �� (�!-$#�!�

 #!*�#%�� � 	 #!�#   � ���$/" � �� %/�  �� -%** ��$ -��*%�!$ � ��& �!��!$  -%*�% ��� &�%$#$#�!� � &�%$#%
�� (�!-$#�!�  #!*�#%�� ��$ ����� -�!$%�#�!�!$ � � ��� & ��)�!� -�!��%)�%  �� &%�&%#*$*� #!$*%����!$��
�� -�$$� &�%$#$#�!  $��$ �! %� �-��!$  � -�!�$%�-$#�! � &�%$#% �� (�!-$#�!�  #!*�#%�� �

� O1,1
�$

O2,2
(�%" �!$ �!� &�%$#$#�! (�%$� �

� Support(O1,2) = Support(O2,1) = Support(O1,1) ∩ Support(O2,2)
�

�� .��%� � �"� !��� " �!$%� �!� &�%$#$#�! -�%%��& �!��!$ � -�$$� %�&%*��!$�$#�! � !�%  � ��#$� 
!��� !�$�%�!�

o−(α)
 � & �� & �$#$� ��� ���� �� �-#���� ��

W
��!#)�%� �� ��%$#�� ��!$  � ���%*

� +�&&�%$�!�!-� �
O

��$
α

� �� & �� �%�!�� ��$ !�$*�
o+(α)

� �� .��%� � �"� #  ��$%� -�$$� !�$�$#�!
��%  � ����,�!��"�  �

O1,2
�

��$$� &�%$#$#�! ��$ -��*%�!$� -�%  �� ��%$#�� #����� �� -�� %/�  �� ��%�!$ !�%" � #�*�� � � � & �� 
�  � %��$� #!$�%&%*$��  � -�% $���  �� �!��"�  �� ��!$ �#�$#!����  �� �

O1,2
�$

O2,1
& ��%%�!$ �$%� -��#�#�

#��!$#0��� �� !�! �� �!  � &%��  /" � � " ��* #��% �
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 � �"� � ��!�� �*.!#�� &�%  �� &�%$#$#�!� � +�!$%*��

� ��!� " � ��� ���� �!$%*�� �&&�%$#�!!�!$ ��� !����� ��� �!��"�  �� '���
Ak

��!�
U

�$
Bl��!�

V
� � �!� -�$$� �#$��$#�!  # ��$ & ���#�  � � +#!(*%�% �#%�-$�" �!$  � ��%$#� �%�-� �  +#!�*,

& �!��!-� #!(*%�!$#�  � ��� %/�  �� � ��$$� ��%$#� ��$ *�� � �
Noyau(Ok,l)

& ��%  + #" & #-�$#�!
��  ��-��%,� �#!�� � ��$$� ��!� & ��$ ����# �$%� -�!�#�*%*� -�" " � �! -�� &�%$#-� #�% ��  �
��!� � �� -�% �  � -�%%��& �!� �� -�� �� ��� �" �!$ �!� %/�  � ��$ �-$#)*� �

� ��!�  �  +�!$%*� �� �#$�� ��!�  � !���� � +�!� �#" �!�#�! �$ ��!�  � ��!� �� -��)��-��" �!$




�

��%  +��$%� �#" �!�#�! � !�% ���" & �   +�!$%*�
x

�� �#$�� ��!�  � !���� ��
A1

�$  +�!$%*�
y

�� �#$�� �!$%�  �� !����� ��
B1

�$
B2

� !�% -�!�*0��!$  ���� %/�  �� ��!$ �*- �!-�*�� �
A1 ∧ B1 → O1,1

�$
A1 ∧ B2 → O1,2

�
� ��!� � �

x
�$

y
��!$ �!$%�  �� !����� �� ���� �!��"�  �� '��� ��� �-�!$� ��!�

U
�$

V
� ���$%�

%/�  �� ��!$ �-$#)*�� ��!� -�$$� -�!.��%�$#�! 0�# ��$  � & �� -�" & ��� �
���$ � +�� �%�  !��� $%�#$�%�!�  � ��!� � &�#�0��  � ��!�  ! +��$ �! (�#$ 0� +�! -�� &�%$#-� #�%

�� -�  � -# �

� �� �� �� ��� �� ����� ��� ����� ���� � �

�! !�$�
α1 = µA1

(x)

α2 = µA2

(x)

β1 = µB1

(y)
�$

β2 = µB2
(y)

-�" " �  +#  ��$%�  � .,
��%� � �"
 � � $�!$ ��!!* �!� �!$%*� &%*-#��  !��� & ��)�!� -� -� �%  � ��%$#� ��  ��-��%,� �#!��
�� �� �#� �$ � � , "����  0�# ��$ �! #!$�%)�  � �*.!# &�% �� � �%!� #!(*%#��%�

zmin
�$ �� � �%!� ��,

& *%#��%�
zmax

� ��� ����,��!�� ��  � ��!� � ��!$ �*.!#�� ��%  � .��%� � �"
 �� �!  � )� ��% ��
m = min(α1, α2, β1, β2)

 ��
α1 = 1 − α2


β1 = 1 − β2

� �� $��  ��� � �" ��!!�  � )� ��%
��

m
& ��% -��0�� ��!� � � ��� �*$�#  �!�  +#!(*%�!-� ��!�  � ��!� � �" � � �!� -�$$� ��!�   � � �%!�

#!(*%#��%�
zmin

& ��$ &%�)�!#% �� � %/�  �� �
� A1 ∧ B1 → O1,1

!��� ��!!�  � � �%!�
o−1,1(β1)

&�#�0��
β1

��$ & �� & �$#$ 0��
α1

�
� A1 ∧ B2 → O1,2

!��� ��!!�  � � �%!�
o−1,2(α1)

&�#�0��
α1

��$ & �� & �$#$ 0��
β2

�
� A2 ∧ B1 → O2,1

!��� ��!!�  � � �%!�
o−2,1(β1)

&�#�0��
β1

��$ & �� & �$#$ 0��
α2

�
� A2 ∧ B2 → O2,2

!��� ��!!�  � � �%!�
o−2,2(α2)

&�#�0��
α2

��$ & �� & �$#$ 0��
β2

�

��!� � �" � � � �� � ��
min(α1, α2, β1, β2) β1 α1 β2 α2

�	
 
 � �" � ! %�&%#*$*� �� -��0�� ��!�

!�#�0��  +��%*��$#�! ��� %/�  �� ��$ -�!� �!-$#)�   � � �%!� #!(*%#��%�
zmin

��$  � & �� �%�!�� ��
-�� � �%!�� �

zmin = max(o−1,1(β1), o
−
1,2(α1), o

−
2,1(β1), o

−
2,2(α2))

o−1,1(β1)
��$ $�����%�  � & �� & �$#$� &�#�0�� ��! " �� #"�" ��$  � & �� & �$#$� �� �-#��� �� !���� ��

O1,1
� � � & �� 

o−2,1(β1)
��$ & �� & �$#$� 0��

o−2,2(α2)
-�%

β1 < α2
� !�% -�!�*0��!$  � � �%!� #!(*%#��%�

�� �#" & #.� �! �

zmin = max(o−1,2(α1), o
−
2,2(α2))

� �  � " �" � " �!#/%�  �! -� -� �  � � �%!� ��& *%#��%�
zmax = min(o+

1,1(β1), o
+
1,2(α1), o

+
2,1(β1), o

+
2,2(α2))0�# �� �#" & #.� �! �

zmax = min(o+
1,1(β1), o

+
1,2(α1))

�
�� $��  ��� � � %*-�&#$� �  �� %*�� $�$� & ��% $��$��  �� ����,��!�� ��  � ��!� � � ��$$� $��  � ��$

$%/� #!$*%����!$� -�% �  � %*��#$  � -� -� � +�!� � �%!� ��  � ��%$#� �� " �� #"�" �� �� " #!#"�"
�� ���� )� ��%� �




� � 
 � ������� � ����������

��!� ��%!� #!(*%#��%�
zmin

��%!� ��& *%#��%�
zmax� �"

max(o−1,2(α1), o
−
2,2(α2)) min(o+

1,1(β1), o
+
1,2(α1))� �

max(o−2,1(β1), o
−
2,2(β2)) min(o+

1,1(α1), o
+
2,1(β1))� ��

max(o−2,1(α2), o
−
2,2(β2)) min(o+

1,1(α1), o
+
2,1(α2))� ��

max(o−1,2(β2), o
−
2,2(α2)) min(o+

1,1(β1), o
+
1,2(β2))

�	
 
 � � � �!$�%)�  �� �� ��%$#� ��  � ��!� �

� �� �� �� ��� �� 	��������� �� ���������� ���� ��

�� ��!�  & ��$ �$%� )�� -�" " � �! -�� &�%$#-� #�% ��  � ��!� � � � �� #�$� � ��!�� � �" �   ��
�$  ��� ��� �-�!$�� ��� ��!�� � �"� �  � �� �$ � �� �-( � .��%� � �"
� � � � � �� & �� ���� %/�  �� �-$#)*��
�! ��!�

2
� -���� ��� &�%$#$#�!� (�%$�� �! �!$%*� � !�% ���" & �  & ��%  � ��!�  �" ��

β1 = 0
�$

β2 = 1
 ��� ��  �� %/�  �� ��#)�!$�� ��!$ �-$#)*�� �

� A1 ∧ B2 → O1,2
� A2 ∧ B2 → O2,2

�� -�" & �%$�" �!$ ��$  � " �" � 0� +�! ��!� � " �#� " �#!� �� %/�  �� ��!$ �-$#)*�� � �! ��!�  �"
zmin

��$  � " �" � 0� +�! ��!� � �" &�#�0��  �� ��%$#��
O1,2

�$
O2,2

��!$ �-$#)*�� �

zmin = max(o−1,2(α1), o
−
2,2(α2))

�! %�)�!-�� 
O1,1

! +*$�!$ &�� �*- �!-�*� 
zmax

��)#�!$ � �%� �

zmax = o+
1,2(α1)

� �� -� -� � �#" # �#%�� & ��)�!$ �$%� (�#$� ��!�  �� ��$%�� ����,��!�� �
��� ��%$#�� ��  � ��!�  ��!$ %*��" *�� ��!�  � $��  ��� � �� �

	 %�� ��%!� #!(*%#��%�
zmin

��%!� ��& *%#��%�
zmax �"

max(o−1,2(α1), o
−
2,2(α2)) o+

1,2(α1) �
max(o−2,1(β1), o

−
2,2(β2)) o+

2,1(β1) ��
o−2,1(α2) min(o+

1,1(α1), o
+
2,1(α2)) ��

o−1,2(β2) min(o+
1,1(β1), o

+
1,2(β2))
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��$$� $%�!�#$#�! �  #��  �%�0��

α1 = β1
�$

α2 = β2
� �� � �%!� #!(*%#��%�

zmin
��)#�!$ � �%� �

� zmin3.1 = max(o−1,2(α1), o
−
2,2(α2))

� zmin3.2 = max(o−2,1(β1), o
−
2,2(β2))!�#�0��

α1 = β1 < α2 = β2

zmin3.1 = o−2,2(α2)
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−
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o−2,2(α2)
�*-%�#���!$� � � � � ��!- �! & �#!$ �!�� ���  �%�0��
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1 10 β2

O1,1

O1,2

O2,1

O2,2

o−2,2(β2)
o+

1,2(α1)

o−1,2(β2)

o+
1,2(β2)

Zone 3.2 Zone 3.1 Zone 3.4

W

β
2

β
1

o−2,2(α2)

o+
2,1(β1)

o+
1,1(α1)

o+
1,1(β1)

o−1,2(α1)

Point anguleux

β1

α1
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α1
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o−
2,1

(β1) = o−
2,2
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o+
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2,1(α2)� �� � ��
o+

1,1(β1) = o+

1,2(β2)
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!*( '� ��� ��"�� �! �%3)��(�� '� �4�"�� � & ��� �(���9��� '� �!  !�"�"�%( '� �%�"�� '�#�%(" ��
���%�#��� '� � !(���� ���(�*�!"�#� , 2� :!�" '�  �%������ '� '):��� �* �!"�%( ()����!��� !#��
��� ������ �%(� %(�"�#�� & ��� �%� �(�!"�%(� �("�� ��� �%��1�(���9��� �%(" %9���!"%���� ,

� �� ��� ��" '� � ��� �)����%( , .(  �)��(�� ' ��(� �("�)� $%�� %� ' ��( �!��%((�� �(" !  �%/ �1
� !"�: & �! �%�"�� ' ��( �4�"�� � '%�"  ��('�� �( �%� "� ��""� �� �)����%( & �� ��" !�%�� (%�� !�
' �!#%�� �(� �%�"�� $%�� �( �%�"�� '� �� �4�"�� � , 8 ��� �)����%( ����� ' ��( �4�"�� � '� ������
�� ���!"�#��  ��" � ��("�� �)"��  ����� ����� ��" �!��%((!9�� & !�%�� ��� ����� ����� ' ��( �4�"�� �
'� ������ �%(�%(�"�#�� !��� �("� �4�")� !"����� �(" !#�� �� (%�9�� '� ������ ,

� '��  %���9 ���")� ' ��"����!"�%( �%(� %�("� '�  �������� �4�"�� ��  %�� !���#�� < �(� �%��"�%(
 %�� ��� ������ �� ���!"�#�� , 	#�� ��� ������ �%(� %(�"�#�� & �%� ��� '��)��("� �4�"�� �� ��('
�! �%�"�� '�  ��� �(  ��� �� �)���� ,

2 !(� �� �3! �"�� & (%�� !��%(� '%(� "%�" ' �!9 %�' )"�'��� �! ���(�*�!"�%( '�� '�� )��("� "4 ��
'� ������ �( ���"�%( � ,+ , .(���"� & (%�� (%�� �(")������%(� < � ��("�� �)"!9���") '��  !�"�"�%(� �(
���"�%( � ,- ,5, ?%�� #���%(� ��� �! :%�� � '��  !�"�"�%(� '� �%�"�� ��" ��)� < �! (%"�%( '� �%3)��(�� ,
;%�� *(�� & (%�� !9 %�'��%(� �! �%% )�!"�%( �("�� �4�"�� �� �( �#��!��!(" '�� )��("�� :%�� �� '�
�3!�(!�� �( ���"�%( � ,� ,

 � @�
��A�	���� ��B �C
 ��B

�%�" ' �!9 %�' & (%�� �!  ��%(� �������� '��)��(��� �����!��� �("�� ��� ������ �%(�%(�"�#�� �"
�� ���!"�#�� , .(���"� & (%�� !9 %�'%(� ���� �("�� �)"!"�%( �)� !("���� ' ��(  %�(" '� #�� �/ ��" �"
(%�� !(!�4�%(� �%���(" ��� �4�"�� �� "�!�"�(" � ��� �)����%( '�� �("�)�� ,
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� 
� 
� ���� ������ �� ���������� � ��� ��� �� �� ������������

?%�� ')"!���%(� ��� '��/  %�("� �� %�"!("� = �! '�� )��(�� '!(� �� �!��%((�� �(" �" �! � !(����
'%(" �! �%�"�� '%�" �"�� �)�)� ,

8�� ������ �%(�%(�"�#�� �" ��� ������ �� ���!"�#�� (� �� �)��("�("  !� �� � ��� "4 � '� �!��%(1
(�� �(" �%����� & �%�� � (%�� � �!#%(� #� !� �3! �"�� + ,

�(� �%((!���!(�� �/ ��"�  ��" �"�� '� '��/ �%�"�� =
� �%�" ���� ��" ����� ' ��( �!��%((�� �(" < 9!�� '� �!� %� '� �!��%((�� �("  !� !(!�%��� &  !�

��� ��!��") , 2 !(� �� �!� �< & �! �%((!���!(�� �/ ��"� ��" "���  �% �3� '�� '%(()�� �!� �����1��
 ��" )#%���� �%����� '� (%�#����� '%(()�� � %'�*�(" ��""� �%((!���!(�� , �(  !��� !�%�� '�
������		���� 
�	����� �" �(� � %')���!"�%( '� ��� ������  ��" �"�� :!�"� �( �"����!(" '�� �� ��	
���� �������	 ,

� �%�" ���� �%���� %(' < �( �%'��� '� � ��/ ��" ��� �( ���"!�( '%� !�(� , 2 !(� �� �!� �� � %'���
��)) '%�" �%("�(�� � ��(���9�� '�� '%(()��  %���9 ���  %�� ��""� �� �)��("!"�%( , 8� � %'���
%9"�(�  !� � ��/ ��"  ��"  �%#�(�� ' ��( � %'��� � !"3)� !"���� %� �"�� ���� '� �!��%((�� �("
 !� ��� ��!��") �%����� � ��/ ��" ! �)���� < �)()�!����� <  !�"�� '�� '�� )��("�� �(:%�� !"�%(�
 %�� ��)�� �( � %'��� , 8 ��/ ��" (� �� ��� �"�  !� < !� %�"�� '�� )�)� �("� '� �%((!���!(��
<  !�"�� '�� '%(()�� & �� �/ ��� � '�� �%("�!�("�� %� '�� ���"���"�%(� ��� �( �(���9�� '�
 %���9 ��� , �(  !��� !�%�� '� ������		���� � �� ����� �" %( �"����� ��� �� ��	 ��
 ��������	  %��
� %')����� ��� �%((!���!(��� , 8�� )�)� �("� ��� ( ��("��("  !� '!(� �� � %'��� '� � ��/ ��" �%("
!�%�� '�� �(�%3)��(��� %� '�� �/�� "�%(� , �� �/ ��"� '�� )��("�� � )"3%'�� ��� �� "�!�"�� �("
'�� �/�� "�%(� �� �(:��3!" �" !� , 1 +�� 5� ��� (%�� (� "�!�"��%(�  !� ��� ,

�� �%(#��(" '%(� ' ��"������ '�� ������ �� ���!"�#��  %�� � %')����� '�� �%((!���!(��� �/ ��"��
�%����� ������1�� � ��/ ��� �(" �%�� �! :%�� � ' ��( � %'��� & � ���" < '��� '� �%("�!�("�� ��� �( '%� !�(�
' ��(")��" , � ��� !#%�� � �� !�  %�(" ���  !�"�"�%(� ' ��("�)� �" �� �4�"�� � '� ������ & �� :!�'�!
')"��� �(�� �! :%�� � '��  !�"�"�%(� '� �%�"�� , ����� �� '%�" �"�� �%(�"���"� '� � !(���� < !��� "��
'�� �%� �(�!"�%(� %� (%( , ��" ��%�" ��  �)� �("!���  !� �!  %�" < �! �%(�"�"�"�%( ' ��(� 9!�� '�
������ �%(� %(�"�#�� ���! ���"�*)  !� �(�  ���� �( �%� "� '�� �(�%3)��(���  %���9 ��� '� �4�"�� �
�" �( � ������� �%("�� �� # ��1<1# �� '�� �%� �(�!"�%(� �( �%�"�� ,

8�� '�� )��(��� '� ���(�*�!"�%( �("�� ��� ������ �� ���!"�#�� �" �%(�%(�"�#��  ��#�(" �"�� "�%�1
9�!("��  %�� �( �/ ��" 3!9�"�) < "�!#!����� !#�� '�� ������ �%(�%(�"�#�� �!� ���  !�"�"�%(� ' ��("�)��
�" '� �%�"�� '�� '��/ "4 �� '� ������ �%(" �� �)��(")�� ��� �(� )�3���� ��� ��!��� (%�� !���)� , 2 �
 ��� & �! :%�� � �0� , , ,& !�%�� , , ,� !��% ��)� !�/ ������ $%��� ��" �'�("���� ������� �%�" �� "4 � '�
������ �%(��')�) , �� �('!(" & � ��� �� ��� �� �)��("!"�%(� �%("  �% �3�� �! ���(�*�!"�%( (� � ���"  !�
�!� '!(� �( �!� & �� � �!��" '�  %���9 ���") �!�!("�� �" '!(� � �!�"�� '�  %���9 ���") , ���� �� ����� '��
�("�� �)"!"�%(� '��)��("�� '��  !�"�"�%(� '� �%�"�� , .( ��#!(�3� & ���  !�"�"�%(� ' ��("�)� �"����)��
�%(" �%���(�� !�/ '��/ � %'���� ,

�( !�"�� )�)� �(" <  ��('�� �( �%� "� ��" � ��("�� �)"!"�%( '� �! �%�"�� �(:)�)� , .( ���" & �����1
�� ���! �%�#�(" $%�� , � !�� �%("�!���� �(" < �! �%�"�� $%�� %9"�(�� <  !�"�� ' ��( �4�"�� � '�
������ �%(� %(�"�#�� & ��""� �%�"�� ���! �("�� �)"!9�� , ��""� �%�"��  %���! �� �)��� �� < �( �("��#!���
�%���� �%( (� �%(��'��� ��� �%( (%4!� , 0�� �(� )�3���� ��!'����� & ��" �("��#!��� �%���� %('�! <
� ��(���9�� '�� #!�����  %���9 ��� �( �%�"�� , 8! '):��� �* �!"�%( ( ���"  !� !  �% ��)� �!� "%�"�� ���
#!����� '� ��" �("��#!��� (%4!� %(" �� � ��� '���) '�  %���9 ���") & ��� �)'���� < �(� #!���� ���!�"
"�% ��� ��*�!"��� , 0� �(� �� �)����%( �/��"� '!(� �� �!��%((�� �(" %� '!(� ��� �("�)�� '� �4�"�� � &
�� ��" (%�� !� �� ����� �� �) ����"� �( �%�"�� '� ���� �1�� , ? )!(� %�(� & �(� '):��� �* �!"�%(  %���! �"��
()����!���  %�� '� �%("�� �� $%�  !� �/�� �� , 2 !(� �� �!� &  ������ �! �%�"�� ��"  ���  �)���� �� �!#��
��� ������ '� � !�'!(� �" � %�(� ') �('!("� '� �! �!����� '�� �%��1�(���9��� '� �!  !�"�"�%( & %(
 %���! � �!""�('�� < !#%�� �(� �%�"��  ���  �%�3� '� �! �)!��") !#�� ��� ������ �� ���!"�#�� ,



�
 � � ���	������ � ���������	���� �� 	��������� ��� �
 ������ � ���������� �����

8! �%�"�� ' ��( "�� �4�"�� � ��" �( :!�" < �%(��')��� �%��� �(� �%("�!�("� ��� �!  %���9 ���")
�� ��( )�)� �("

w
!  !�"��((� < �! �%�"�� ,

�(� �("�� �)"!"�%( �< �! � !�'!(�� '�� �%�"��� ������ '�� ������ �� ���!"�#��  %���!�" �"��
�%���� ' ��(�%� �)3�(��%( '� �!  !�" '�� �"����!"���� , �� ��" '%(� �� %�"!(" '� �!  ���� ���  %�("�
���#!("� =

5, 8!����� '� � ��("��#!��� '� �%�"�� = 8 �!�%�" ' ��(:%�� !"�%( '!(� �( �4�"�� � '� ������ �� ���!1
"�#��  ��� �" '� ��('�� �! �%�"��  ���  �)���� '%(� � %�(� �!��� , �#�� ��� ������ '� � !�'!(� &
 ����� ��� ��" �� %���9 �� ' �!� (�� �� �)���"!" �( �!� %�"!(" '�� ������ & �� �%� %�"�� �(" ( ���"
 !�  %���9 �� , .( ���" &  ��� %( !�"�#� '�� ������ '!(� �( �4�"�� � '� � !�'!(� &  ��� �! �%�"��
��" �� �)���� !�%�� �� �!#�� ��� ������ �� ���!"�#�� & �����1�� '�#��(" '�  ��� �(  ���  �)���� ,

+ , 2 )"��"�%( '�� �%("�!'��"�%(� = .(  �)��(�� '� ������ �%("�!'��"%���� & � ��(:)��(�� <  !�"�� '�
������ �%(�%(�"�#�� '%((� � ��(�%( '� '��/ �(���9��� $%�� '���%�("� �( �%�"�� , �#�� ��� ������
�� ���!"�#�� & %( %9"��(" �( �(���9�� #�'� �( �%�"�� , 2 � �� :!�" & �� ��" :!����� �("  %���9 �� '�
')"��"�� ��� �(�%3)��(��� ' ��(� 9!�� '� ������ !#�� ��� ������ �� ���!"�#�� ,

- , ��(%�!(�� "%"!�� = 8 ���(%�!(�� �( �%�"�� ��" ')���()�  !� �( '���) �(�:%�� )� �(" )�!� <
0 %�� ��� ������ �%(�%(�"�#�� �" �(�:%�� )� �(" )�!� <

1
 %�� ��� ������ �� ���!"�#�� ,

� , �� �)����%( �!��%((!9�� = ;������ �! �%�"�� ( ���"  !� "�% �� �)���� & �� ��"  %���9 �� '� �%(���1
#�� ��""� �(:%�� !"�%( �!(� ����)��� < �(� '):��� �* �!"�%( ,

7 , ?%�� !���!"�%( = �#�� ��� ������ �� ���!"�#�� & �! �%�"�� ��" (%�� !���)� , .( ��#!(�3� & !#�� ���
������ �%(�%(�"�#�� & �����1�� ��" �( �)()�!� �%��1(%�� !���)� �� ��� �! ��(' �(�%��  ��� '�� ����
< �("�� �)"�� ,

�� ��" �� %�"!(" '� �!�'�� ���  %�("� ��)� < � ��� ��" �%���� �%( � %')���� '�� �4�"�� �� �/ ��"�
!#�� '�� ������ �� ���!"�#�� , ;!� �! ���"� & (%�� ')#��%  %(� �" �����"�%(� '��)��("�  %�("� !4!("
"�!�" !� :%(�"�%((�� �(" '�� ������ �� ���!"�#�� = ��� ��" '� � ��� �)����%( '�� �("�)�� &  !�"�"�%(
'� �%�"�� �" �%� �(�!"�%(� & ��!("�*�!"�%( ' ��(� �%�"�� �� �)���� ,

� 
� 
� � ��� ��� �� � ������� ����� ��� �������

2!(� ��""� ���"�%( & (%�� �/ ����%(�  %����%� ��� ������ �� ���!"�#�� "�!�"�(" '� � !(���� (!1
"������ � ��� �)����%( ' ��(� �("�)� '� :!�" '�  �%������ ' �!��)�!"�%( �%(� %(�"�: ,

8! *���� � ,5 � %("�� �� �)���"!" '� � ��(:)��(�� <  !�"�� ' ��(� �("�)� �� �)����  %�� ��� ������
�� ���!"�#��

A1 → O1
�"

A2 → O2 	�� ���!"�%( '� �	'��
 �" ��� ������ �%(� %(�"�#��
A1 ×

O1
�"

A2 × O2
, �( #%�" ��� �� �)���"!" %9"�(� !#�� '�� ������ �%(� %(�"�#�� 	�< �! � !�'!(��


���%�#�� � ��(���9�� '� �!  !�"�"�%( �" ��" �%��1(%�� !���) , 8� �)���"!" %9"�(� !#�� '�� ������
�� ���!"�#�� ��" 9��(  ���  �)���  ����� ��� ��" ��"�) '!(� � ��("�����"�%( '�� �%�"��� '�� '�� )��("��
������ , �( ��� !���� '�  ��� �� ��� ��" (%�� !���) , 8� (%4!� '%(()  !� � ��� ���!"�%( '� �%'�� ��"
�("�� �)"!9��  !� �( �/ ��" 3�� !�( , �� �� � �('���� � ��("��#!��� '�� #!�����  %�� �������� ��""� �%�"��
��" "%"!��� �("  %���9 �� 	�!��  !� �!�!("��
 , 2 � �! � ��� � !(���� & �� ��  %�" '� �! �%�"�� � %("��
<  !�"�� '� ������ #!���� ��""� �%�"�� ��" �%� ��"�� �(" �� %���9 �� ,

0��%( �� "4 � ' ��(:%�� !"�%( �%�3!�")�  !� � ��/ ��" 	 %���9 ���") '� �! �%�"�� %� �� %���9 ���")
 &
%( � ��(")������!  ��"�" !� (%4!� %� !� ��  %�" '� �! �%�"�� �(:)�)� ,
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�����"�� �(� )"����""� -� & �� ��� �%���� %(' < �(� �� �)����%( '� - �%��1�(���9��� 	O3

&
O4
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O5
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	O3
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O4
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��""� � )"3%'�  ��� �" '� ��('�� �%� "� '� �! ��!��") '� � ��(:)��(��  !� �!  %�" < '��/
���"���� =  �)����%( �" ������ �%�� ��� , 8%����� �! �%�"�� %9���#)� ��" ����1� ��� �� �)���� & %(
 %���! :!��� ��""� �%� !�!��%( ��� �( �("��#!��� , 0� %( #��" ��"�(�� '� �! �%�"�� $%�� �(:)�)� ���
#!����� ��� (� �%("  !� �("��'�"�� & %(  %���! :!��� ��""� !(!�4�� !#�� � ��("��#!��� �%���� %('!("
!� ��  %�" '� �! ��""� �%�"�� ,

 �� ����	
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� ���
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8��  !�"�"�%(� $%��� :%�"�� %(" )") �"����)�� �( �("�)�  %�� ����  �% ��)") �(")����!("� ' ��(')1
 �('!(�� �(:)��("����� , ��""�  �% ��)") ��" < �! 9!�� '� (%"�� � )"3%'� ' ��(:)��(�� , 8��  !�"�"�%(�
'� �%�"�� ')*(��� �( ���"�%( - ,7 ,5  ��� �""�(" '� �!�!("�� �! �%3)��(�� �" �) %('�(" !���� !�/
 �% ��)")� ()����!���� < � ��("�� �)"!9���") ,

� 
	 
� ����������� �����
?%�� !��%(� �!  ���� ��� ��� '�� )��("�� �%('�"�%(� ()����!���� < � ��("�� �)"!9���") ' ��( �4�"�� �

�2� � ��#���! 1 5666 & .� �(%�! � �!('��!��� 1 +��� & ;�'�4�� � � ��#���! 1 566� & � �%��((�� 1 5666 &
�!����!� �" !� , 1 +��-9

�
!� ,

� 	�� 	���������� �*( ��� �3!��� �!9 �� ��(����"����  ����� !#%�� �(� ���(�*�!"�%( �)� !("���� &
�� ��" ()����!��� ��� �3!��� �(���9�� $%� '� �!  !�"�"�%( ')*(���� �(�  �!�� '� � ��(�#��� '��"�(�"�
'� ����� '� ��� #%���(� ,

�� ������ �� ��!� " ��� ����� #�� 8� (%�9�� ' ��(���9��� '%�" $"�� �%� !"�9�� !#��
�� (%�9�� '� ��!("�*�!"���� �� ��( $"�� 3�� !�(  ��"  ��('�� �( �%� "� , �� (%�9�� (� '%�"
 !� ') !���� �! ��� �"� '�

7 ± 2
')*(��  !� � ����� %� ����� 1 567�& , 2 �  ��� & �! ���"�%( � ,- ,-

� %("���! �� ��� ��" '�� ���� '� ') !���� �� (%�9�� '� �%��1�(���9��� !#�� ��� ������ �� ���!"�#��
�" '� �%(���#�� �! �%3)��(�� �" � ��("�� �)"!9���") '� �4�"�� � ,



�-

���� � �� ����� �( �(���9�� $%�
A

��" (%�� !���) ��
∃x

"�� ���
µA(x) = 1

, .( ���" &  ������
�3!��� �%(�� " ! �(� ���(�*�!"�%( �)� !("���� & �3!��� �%(�� " '%�" $"�� "%"!��� �("  %���9 ��  %��
!� � %�(� �(� #!���� '� � ��(�#��� , �%�� ��� �(���9��� $%�� '%�#�(" '%(� $"�� (%�� !���)�  %�� ���
�!  !�"�"�%( �%�" �("�� �)"!9�� %;�'�4�� 1 566� & ;�'�4�� � � ��#���! 1 566�& ,

������	������ �%�� ��� �(���9��� $%�� '� �!  !�"�"�%( '%�#�(" �� �3�#!��3�� '� � !(����
���(�*�!"�#� , �(  ��" �!  �% �3�� ��""� (%"�%( '� ����� '� �! �%�#��"��� '� '%� !�(� ' ��(")�$"
 ������ �%����� ��� �(���9��� $%�� '� �!  !�"�"�%( �� �3�#!��3�(" & ��� �%�#��(" �� '%� !�(� ' ��(1
")�$" ,

���������� "� "�� � ��� 8� (�#�!� '� �%�#��"���
ε
'� '%� !�(� '%�" $"�� �"���"�� �(" �� )1

����� <
0
, 8� (�#�!� '� �%�#��"��� '� '%� !�(� ��" ')*(� !�(�� ��� � ��(�#��� ' ��(")�$"

U
=

∀u ∈ U,∃i ∈ 1, ..., n, µAi
(u) > ε

 %��
n
�(���9��� $%�� ' ��("�)��

Ai
, 8%�����

ε > 0
& �� '%� !�(� '� �!  !�"�"�%( ��" "%"!��� �("

�%�#��" ,
.( �("�)� '� �4�"�� � & �(� �%�#��"��� �(�%� ��"�  ��" $"�� �$(!("� �� �(� '%(()� '� '%� !�(�

' ��("�)� (� �%���� %(' < !���(� �("�)� '� �4�"�� � , 2 !(� �� �!� �< & %( ( �!�"�#��! !���(� �����
�" %( !���#��! < �( )"!" ' ���(%�!(�� �( �%�"�� ,

.( �%�"�� '� �4�"�� � & �(� �%�#��"��� �(�%� ��"�  ��" $"�� �(�%��  ��� �$(!("� �!� %( !��!
�� ������ ' �!�"�#�� �%(
%�("�� �(" '�� �%�"��� '��
%�("�� , �#�� ��� ������ �%(
%(�"�#�� & ��  %���!�"
�( ')�%���� �! '):��� �* �!"�%( '!(� �(� �%(� (� �%���� %('!(" < !���( �%��1�(���9�� $%� , �#��
��� ������ �� ���!"�#�� & � ��(�%3)��(�� ���! ')"��")� �!� �! �%�"�� ���! �! ��!��� #�'� ,

�#�� '��  !�"�"�%(� $%��� :%�"�� %��� �(� 1 56�6& �� ( �#�!� '� �%�#��"���
ε
��" �� )����� %�

)�!� <
0.5

, �#�� ���  !�"�"�%(� ')*(��� �( ���"�%( - ,7 ,5& �! #!��!9��
ε
��" �"���"�� �(" �� )������ <

0.5
�%���� �%( ! !� � %�(� "�%�� �%��1�(���9��� $%��  %�� ')*(�� (%"��  !�"�"�%( ,
�(� �%�#��"��� �%� ��"� '� � ��� !�� '�� #!��!9��� ( ���"  !� :%��)� �(" ��� �!("� , .� ��"�#�1

� �(" & �� ��" !���� ()����!��� ��� �3!��(� '�� �("�)��  %���9 ��� �%���� %('� !� � %�(� < �(� ����� ,
.( �(� '�� �(��%( & �� ��" :!���� '� #)��*�� �! �%�#��"��� "%"!�� '��  �)� ����� '�� ������ , .(

��#!(�3� & �! �%� ��/�") !��� �("� �! �'�� �(" !#�� �� (%�9�� '� '�� �(��%(� ' ��("�)� �!� �� :!�"
��� "%�"�� ��� �%�9�(!��%(�  %���9 ��� '�� '%(()�� ' ��("�)� �%���� %('�(" < !� � %�(� �(� ����� ,

� � �� ����������

�*( '� �)�%�'�� ��  �%9��� � '� �%�#��"��� & �� �/ ��"� '�#����� � )"3%'�� =
� � "������ '�� :%(�"�%(� ' �!  !�"�(!(�� !4!(" �( ��  %�" �(*(� 	:%(�"�%( �!�����((�
 = ��""�

� )"3%'� ��" �"����)� �( �%("�� �� $%� !#�� '�� ������ �%(
 %(�"�#�� �!� ����  ��� �" '� "%�
 %���
')���(�3�� �(� ����� � $�� < �( (�#�!� "��� :!�9 �� , 0� �� (�#�!� ��" :!�9 �� & �! �%("��9�"�%(
'� �! ����� !� �)���"!" '� �4�"�� � ���! ()�����!9�� & �� ��� ��" �%�3!�"!9�� , .( ��#!(�3� & ��
:%(�"�%((�� �(" ( ���"  !� �%�3!�"!9�� !#�� '�� ������ �� ���!"�#�� �!� ������1�� �� �)��("�("
'�� �%("�!�("�� ��� ��� #!����� '� �%�"�� , 0� ��� �("�)�� %(" �( ��  %�" �(*(� & �! �%("�!�("�
��" "%�
%��� !  ����)�  %�� �3!��� ����� �/ ��"!("� 	 ������ "%�"�� ��� ������ �%(" "%�
 %���
')���(�3)��
 , 0� ��� �%�"��� %(" '�� ��  %�"� 9 %�()� & �� �4�"�� � ���! ����� �(" �(�%3)��("
'� :!�" '� � �!��)�!"�%( �%(
%(�"�#� '� ������1�� , 0� ��� �%�"��� %(" !���� '�� ��  %�"� �(*(�� &
!�%�� %( (�  %���!  !� !#%�� ' ��(�%3)��(�� '!(� �� �4�"�� � , ����  ��" $"�� �%�3!�"!9�� �(
�%("�� �� $%� & � !�� �$(!(" �( �� �)��("!"�%( '�� �%((!���!(��� ,



�� � � ���	������ � ���������	���� �� 	��������� ��� �
 ������ � ���������� �����

� ��)�� '��  !�"�"�%(� ���%�#�!(" � ��� !�� '�� �("�)�� 	 !�"�"�%(� $%��� :%�"�� ��  ��� �%�1
#�("
 �" ')*(�� �(���"� '�� ������ ��� ��� �(���9��� !�(�� ��))� , �( ��)� !���� �( �%�"�� '��
 !�"�"�%(� ���%�#�!(" � ��(�#��� ' ��(")�$" , 8! :%�� � '� ���  !�"�"�%(� �" �! �!��%( ' ��( "��
�3%�/ ��" ')"!���) �( ���"�%( - ,7 ,5, ;!� �! ���"� & �( ���"�%( � ,- ,- (%�� (%�� �(")����%(� < ���
�%�"��� �%����� ���  !�"�"�%(� ' ��("�)�� �%("  ��� �%� ��/�� 	- �%��1�(���9���  !�  !�"�"�%(
�" (%�9�� '� �%��1�(���9���  ��� �� %�"!(" ��� �(� '�� �(��%( 
 , ��""� � )"3%'� ��" �!  ���
�(")����!("� �%���� �%( � ��(")����� < �! �� �)��("!"�%( '�� �%((!���!(��� ,

�(  ��" (%"�� ��� ���  �% ��)")� ' ��("�� �)"!9���") '��  !�"�"�%(� �%(" �("��(������ �(" ��)��
< �! (%"�%( '� �%3)��(�� , .( �� �" & !#�� �( �(���9�� '� ������ �� ���!"�#�� & %( !��! 9 ��%�( '�
�3�#!��3�� �(" �("�� ��� '�� )��("� �(���9��� '� �%�"�� !*( '� �!�!("�� �! �%3)��(�� '� �4�"�� � ,
? )!(� %�(� & �� :!�'�! #������ < �� ��� �� �3�#!��3�� �(" (� �%�"  !� "�% :%�"  %�� ��� �3!���
�(���9�� $%� �%�" '��"�(�!9�� '�� !�"��� �" ��� �!  !�"�"�%( ���"� �("�� �)"!9��  !� �( �/ ��"
3�� !�( ,

?%�� !#%(� :!�" �� �3%�/ ' ��"������ '��  !�"�"�%(� $%��� :%�"�� �( �("�)�  %�� :!����"�� � ��(:)��(��
�"  %�� ���� �("�� �)"!9���") (!"������ , �*( ' �)#�"�� ��� �(�%3)��(��� & �!  !�"�"�%( '� �%�"�� '�#�!
'%(� $"�� �%(�"���"� !#�� �%�( , 2 !(� �! ���"�%( ���#!("� & (%�� !9 %�'%(� �� ��
 �" ,

0� %( !�"%���� '�� �("�����"�%(�  %�� ��� �(���9��� $%�� '� �%�"�� & !�%�� �(  �)��(�� '� ������
�� ���!"�#�� ��!'������ & ��  !��!�� ' ��( �%(�� " < �( !�"�� �� :��! '� � !(���� ��!'����� ���%(
� �!�"�#!"�%( '�� �%�"��� , 0!(� �("�����"�%( & ��� �(�%3)��(��� '� �4�"�� � ���%(" !�"%� !"����� �("
')"��")�� ,

8! ���"�%( ��� ���" �����"�� ���  �%9��� �� '� �%3)��(�� '�� ���"�%(� + ,� ,7 �" - ,7 ,5, .(  �!"���� &
��""� �%(�"���"�%( '��  !�"�"�%(� ( ���"  !� )#�'�("� , ?%�� '%((%(� ��� �(� �����"�!"�%( '��  !�1
"�"�%(� '� �%�"��  %���9 ��� ���%( �� (%�9�� '� ��: �( �("�)� & '!(� �� �!� ' ��( �4�"�� � '� ������ <
'��/ '�� �(��%(� ,

� � � ������ ���� �� ������ � ������������ �� ��

?%�� !#%(� #� ���  !�"�"�%(� '� �%�"�� �� %�)��  !� �� � )�!(��� � ' ��(:)��(�� '!(� �! ���"�%(
- ,7 ,5, �*( ��� �! 9!�� '� ������ ���"� �%3)��("� & ���  !�"�"�%(� '� �%�"��� '%�#�(" !#%�� �(�
�("�����"�%( (%( #�'� , ���� ��� �"� '%(� :%��)� �(" �� (%�9�� '� �%�� �(���9��� $%�� '� �!  !�"�"�%(
'� �%�"�� �� � �%( #��" ��� �� �4�"�� � ���"� �%3)��(" , ?%��  �)��("%(� '��)��("�� �����"�!"�%(� ,

� �	 �	 �
 �  �� ��� ����� #�� �� �������� " �������

;!� �/�� �� & �( '��/ '�� �(��%(� & �� %( ! + �%��1�(���9���  !�  !�"�"�%( 	�: *���� � ,5�
 & ���
������ ���#!("��  ��#�(" $"�� !�"�#)��  %�� �(� � $�� �("�)� =
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'�� �("�)�� ' ��( (%�#�!� �4�"�� � '� ������ , �(  ��" (%"�� ��� '!(� ��""� ��"�!"�%( & �!
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���%�#�� 	�: , )"����""�� �( ���"�%( � ,+ ,7
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 ��"�: ' ��(

"�� �3!�(!�� ��" '�  %�#%�� �%�9�(�� '�� �4�"�� �� '� � !(���� �)���("����� , 8%���� �%( �%�3!�"�
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 !� '� "%�" �� � $�� "4 � ' ��(:%�� !"�%( , 8�� ������ �%(
 %(�"�#�� �%(" !'! ")�� < �! �� �)��("!"�%(
' ��(� !������!"�%( '� '%(()�� $%��� �" ��� ������ �� ���!"�#�� < �! �� �)��("!"�%( '� �%("�!�("��
$%��� , �� ��" '%(� �� %�"!(" ��� � ��"����!"��� & �/ ��" '� '%� !�(� & #%�" � ��(")�$" '� ��� '��/
�� �)��("!"�%(� ��� �%(" "��� '�� )��("��  !� ���� ���(�*�!"�%( ,
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�!"�%(  %�� '�� ������ �� ���!"�#�� , 8�� (%"�%(� ' ��("�� �)"!9���") �" '� �%3)��(�� �%(" ��)�� �!� &
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� ��(���"�"�'� ��� ��� '%(()�� ' ��( �4�"�� � , .( �� �" & �� ��" (%�� !� ��� � ��� �)����%( '�� �("�)�� �%�"
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%(�"�#�� & !#�� ��� ������ �� ���!"�#�� &
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2 �  ��� & �%����� � �%( �%�3!�"� �3!�(�� '�� �4�"�� �� & �� ��" �� %�"!(" '�  %�#%�� �!�'�� � ��(:%�1
� !"�%( '� � ��� �)����%( !�/ '��)��("�� )"! �� '� � ��(:)��(�� , 8! �%�9�(!��%( '� �4�"�� ��  ��" ��
:!��� '� '��/ � !(����� �( �"����!(" '�� �4�"�� �� �(  !�!����� %� �( �"����!(" �! �%�"�� ' ��( �4�"�� �
�%��� �("�)� ' ��( (%�#�!� �4�"�� � , 2 !(� �� '��/��� � �!� & ��� � )"3%'�� ' ��(:)��(�� <  !�"��
' ��("�)�� $%��� �%(" �('�� �(�!9���  %�� ��� ��"�� �� �!�!�"��� �� �)��� '� �! �%�"�� �)1�"����)�
�%��� �("�)� , .( �3!�(!(" ��� �4�"�� �� & �� ���!  %���9 �� ' ��(:)��� !#�� �( (%�9�� '� '�� �(��%(
��%9!��� �(" �� %�"!(" �( �� �!� �(!(" �% �!��� �(" < '�� �4�"�� ��  ��� ��� ��� ,

�� ���!�" �(")����!(" '� �%(�"����� '�� �4�"�� ��  ��� �""!(" '� :!��� �("��!��� ��� ������ �� ��1
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����9�%' 1 566� & ��3�""% 1 566�9 & ��3�""% �" !� , 1 +�� 5& , .( �� �" & �( �4�"�� � �%� ��/� �%("��("
'�� )��("� "4 �� ' ��(:%�� !"�%( =

� 2�� � %'���� '%(()�  !� '�� �/ ��"� %� '�� �%("�!�("��  34���%1�3�� ����� ��� ��  �% �)') ,
� 2�� #!����� �!�!("���  %���9 ��� ���  ��#�(" $"�� %9"�(��� <  !�"�� '� '%(()�� %9���#)�� %�
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�(:%�� !"�%(� , 8! #)��*�!"�%( '� �! �%3)��(�� ���"��! �(� )"! � �('�� �(�!9��  %�� "�!�"�� ���
'��/ "4 �� ' ��(:%�� !"�%( �%(
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(+�� � � +/��� , � � � � � � � � � � � � � � ��9 �� ) ./��� ��: ����%�� �� ����&&�1�	��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 9 �9 )./��� ������	��%�� �	�� ����
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'�� )��("�� �!�!�")���"����� '� �%�") !*( ' ���"�� �� ���  %���9 ���")� '� '):!�"� , 2� (%�9��� ���
�!�!�")���"����� �%(" �(")����!("�� '!( � ��""� % "���� , ?%� � !#%( � �� ��"�) (%� "��"� ��� �! � 	�
	��
'� �!  �"� � !�� � ��(
 �� ��" < "��� � '�  %�#%��  �)#%�� "%�"�� ��� �!�!�")���"����� '� �����1�� ,

8 �� �!�� '�� ������ $%��� �� ���!"�#�� ��!'������ �� 
� �"�*�  !� =
� �! #!��!9���") '�  �%����� � = ��� �( ���9��� $%� � �%(" ()����!����  %�� � %')����� '�� �%(�� "�

#!��!9��� %� �� �)��� ,
� �� 9 ��%�( ' ��( �4 �"�� � "�!( � !��(" = �� ��" !� ��� ()����!��� '� �%((!�"�� ��� �!��%( � '� �!

 �)'��"�%( ' ��( '):!�" !*( '�  %�#%�� �/ ������ !� :�%� !��� �� �!��%((�� �(" :!�" , �� ��"
'%(� (!"���� ' ��"������ '�� �4�"�� �� '� ������ $%���  %�� ��""� �� �)��("!"�%( ,

� ��� �%((!���!(��� �/ ��"�� = � ��"����!"�%( '� ������ $%��� �� ���!"�#�� ��" ()����!��� �%���� �%(
�%�3!�"� �� �)��("�� '�� �%((!���!(��� �/ ��"�� � ��/ ��� !(" �%� � :%�� � '� �%("�!�("��
�%��� � ���" �� �!� '!( � ��  �%�)') )"�'�) ,

� � �)�3���� �%("�(�� �( �%�"�� = ��� �!�!�")���"����� �( �%�"�� �%(" ��� �(� )�3���� �%("�(�� , 8�
 !��!�� ' ��( �%(�� " < �( !�"�� �� :��! '%(� '� � !(���� ��!'����� ,

�(  ��" !� ��� (%"�� ��� ��� '%(()�� '�� %(�9��� �%(" �("!�3)�� ' ��� �)����%(  �%#�(!(" '��
�! "���� %� '� � �!(!�4�� ��( �%������ , 8�� ������ �� ���!"�#�� ��!'������ �%(" '%(� !  �% ��)��  %��
��""� �� �)��("!"�%( �!� %( ��" �(  �)��(�� ' ��(:%�� !"�%( � ��!'������ �" '� �%((!���!(��� �/ ��"�� ,

�%�" ' �!9 %�' & (%� � �/ %�%( � �� �%("�/"� '� ��""� !  ���!"�%( �( ���"�%( 7 ,+ &  ��� (%� �  �)��(1
"%( � ��� �(:%�� !"�%( � '�� %(�9��� �" ��� %9 
 ��"�:� '�  �%
 �" �( ���"�%( 7 ,- , .( ���"� (%� � )"�'�%( �
"�%�� �4 �"�� �� '� ������ �( ���"�%( 7 ,� & �3!��( ' ��("�� ��/  ��� �""!(" ' ����� �"��� �%(���"�� �(" ���
)�)� �("� �)"3%'%�%������ #� � '!( � ��� �3! �"���  �)�)'�("� = �%� !�!��%( '�� ������ �%(
%(�"�#��
�" �� ���!"�#�� &  !�"�"�%( � '� �%�"�� !'! ")�� !�/ ������ �� ���!"�#�� & �!� (�� �("  !� �%% )�!"�%(
'�  �� ������ �4 �"�� �� , ? %� � :��%( � )�!��� �(" �( ���"�%( 7 ,� ,- �( 9��: �!  �� ��� ��� !�9��� '�
')����%( & ��� (%� � %(" ���')� '!( � ���  �%������ '� �!� (�� �(" ,

� �� ���
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8� �%�") ��" �( :�%� !�� :�!(�!�� ���  ��(�� !��� �("  �%'��" �( ��!(�3�1�%�") , 0%( !���
'�  �%'��"�%( � �)"�(' ��� ��� ') !�"�� �("� '� ���! & '� 2%�9 � �" '� � �� �( �%��� �� � %("�� �!
*���� 7 ,5, 8 ��  ���!"�%( ' �%����(� �%("�� �)� 	��� 
 ��" �( ���(� :�!(�!�� �'�("�* !(" � �%����(� '�
 �%'��"� !��� �("!���� "�!'�"�%((��� :�!(�!�� , ��� :%("  !�"�� '�� �  ���!"�%( � ' �%����(�  �%")�)�
���% )�((�� 	��; 
 , 8� �%�") ��" ��  ��� ��� :�%� !�� ��� '� ��!(�� !#�� �(#��%( ����� "%((��
'� �%�")  �%'��"�� �3!��� !(()� ,
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� �� � 7 ,5= 2) !�"�� �("� '� :!9���!"�%( '� �%�")

8 �!  ���!"�%( ��� �!�!("�" �( �!3��� '�� �3!���� ��� ���  �% �)')� ' �)��#!�� & '� :!9���!"�%(
'� :�%� !�� �" '� �%( !� (!�� ,

� ���" �( :�%� !�� !� �!�" ��� '� #!�3� & <  �"�  ����)� ���"� , �� ��  �)��("� �( ��!('�� ������ '�
�7 �� '� '�!� �"�� �" ' ��(  %�'� �%4�( '� �� �� , �� :!�" �(#��%( �7� ��"��� '� �!�"  %��  �%'����
�(� ����� � ���� '� �%�") , � ���" �( !��� �(" ���3� �(  3%� 3%�� & �( �!����� & �( ���� ��()�!�/ �"
�(  �%")�(�� ,

�(  ��" '��"�(���� "�%��  3!��� '!( � �! :!9���!"�%( '� �%�") =

5, � �� ���������� "� �� �� = �� �!�" ��" �"����) ��� & �� '%�"  �%#�(�� '� #!�3�� '� �!�� � %("9 )1
��!�'� & '� �!�� 0��� �("!� :�!(�!��� %� ' ��( ��%���� �(" '�� '��/ �!��� , 0�� � ��/ �%�"!"�%( &
�! �� ��*��� 3��9!���� '%�" $"�� !� � �(���� )�!�� < 5 3��"!��  !� #!�3� �!�"���� , 8� �!�"
'%�" $"�� !  %�") < � �!"����� '� :!9���!"�%( '!( � ��  �� � 9��: ')�!� ! ��� �3!��� "�!�"� , 8�
�!�"  ��" ( �$"�� �� %�") < � �!"����� '� :!9���!"�%( �� ��(� :%��  !� 
 %�� � ��� ��" �%����"�� �("
��:�%�'� , 8� �!�" ��" �%����") 	*���� 7 ,+
  ��� !�3�� �()  !� �!� �%( ��"��(� 	*���� 7 ,-
 ,
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� �� � 7 ,+ = �%����"� '� �!�"

� �� � 7 ,- = ��3�� �(�� �(" '� �!�"  !� �!� �%( ��"��(�

+ , �� �����	����� "� ���� ��� 	�( +� 3�����
 = �! :!9���!"�%( '� :�%� !�� ��" �!  3!�� �!
 �� � �� %�"!("� '�  �% �)') , 8� �%�") ��" )�!9 %�) !�"��!(!��� �(" '!( � �(#��%( +��  �"�"��
:�%� !������ '� #���!�� & ��� �:�� �"������ & '�� �%% )�!"�#�� & %� '�� �("�� ����� ��� �%����"�("
�3!��� 
 %�� �� �!�" '�� :��� �� !��("%�� , 8��  !4 �!( � !� �(�(" ����  �%'��"�%( '!( � '��
�9 %������ < �!�"� !""��)�� < ���� #%�"��� %� "�!�"��� , �� & � %�( � "4 ���� & � ���" �( �!� �%(1
��"��(� ��� :!�" �! "%��()� '!( � ��� :��� �� ���  �� � )�%��()�� '� #���!�� , 8! :!9���!"�%( '���
+� 3����� �" �� �%� %�� '�  �� ������ )"! �� =
� 8 ��� �)���!�� = � ��� �)���!�� ' ��( :�%� !�� ��" � �% )�!"�%( ' �!
 %�" ' ��( �%!���!(" & �!

 �)���� &  %�� �� :!��� �!����� , .( ��!(�� & �!  �)���� !(�� !�� ��" �� %�)�  !� �! �)���� �(1
"!"�%( �( #������  %�� ��� :�%� !��� ��� , ;%�� �� �%�") & �� � �!��" '�  �)���� '� #�!� ,
8! *���� 7 ,� � %("�� � ��� �)���!�� ' ��( :�%� !�� ,
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� �� � 7 ,� = .� �)���!�� ' ��( :�%� !��

� 8� ')�!���!�� = �� ')�!���!�� 	*���� 7 ,7
 ��" �!  3!�� '� ')�%� !�� '� �!���) , �� ���" <
)��� �(�� �(�  !�"�� '�  �"�" �!�" �� ���%(() '!( � �! � !��� �%!���)� �( ���"� ��!(" ���
���:!��� '� �%�"�� '� �)��� = � ���" �� ')9�" '� � �)�%�""!�� , 8� ')�!���!�� ��" �(�  3!��
')���!"� ��� �%('�"�%((� �! ��!��") *(!�� '�  �%'��" �" �%( ��('�� �(" , �� ()�����"� '� �!
')���!"����  %�� (�  !� �!���� �� ��!�( ,

� �� � 7 ,7 = 2 )�!���!�� ' ��( :�%� !��

� 8! �����%( = �� �3!��!�� '� �!���) 	*���� 7 ,�
 � ��� ��"�� �( ��#� '� ���#�� , 8! �!���) '%�"
$"�� � !�("�(� < �(� "�� )�!"��� � �(���� '�
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 �('!(" !� � %�( � -� ��(�"�� ,
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� �� � 7 ,� = �����%( ' ��( :�%� !��

� 8� 9�!��!�� = �( 9�!��!�� 	*���� 7 ,�
  �� � %� � %�( � �%(�  �%'��" �( ��!�( '� �!���)  �� �
%� � %�( � *( , 8 �)�3!�� �� �(" '� �! � !��� '��!(" �� 9�!��!�� :!#%���� �! �) !�!"�%( '�
 �"�" �!�" ,

� �� � 7 ,� = � �!��!�� '� �!���)

� 8 �)�%�""!�� = ��  ��� �" !� �!���) '� �� �!� ��� �� �( �/ ���!(" �(�  !�"�� '�  �"�" �!�"
�%�� � �� � %("�� �! *���� 7 ,� ,
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� �� � 7 ,� = .�%�""!�� '� �!���)

� 8� � %��!�� = �� :�%� !�� ��" �%�"��) '!( � '� ��!('� �%���� ��� '%((��%(" �(� :%�� �
������!��� < �! � ���� 	*���� 7 ,6
 ,

� �� � 7 ,6 = � %��!�� '� :�%� !��
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� 8�  ����!�� = �(� :%�� '!( � �� � %��� & %(  ����� �� :�%� !��  �('!(" � 3����� 	*���� 7 ,5�


� �� � 7 ,5� = ;����!�� '� :�%� !��

� 8� �!�!�� = �(� :%�� �� :�%� !�� :!�" & �� ��" �!�) �( ���:!�� 	*���� 7 ,55
 �" :�%"") ,

� �� � 7 ,55= 0!�!�� '� :�%� !��

- , � ��� ���� = 8 ! *���� 7 ,5+ � %("�� �(� �!#� ' �!� (!�� , �� �%��� '� ��""� � !"��!"�%( &
�� �%�") :!�" � �%9 
 �" '� �%�( � !""�("�:� 	*����� 7 ,5- �" 7 ,5� 
 :!#%���!(" �� ')#��%  �� �("
%��!(%�� "���� ��� � �% ��� (!"������� �(" !� *� '� � %�� , ���"!�(�� '� ��� % )�!"�%( � �%("
:!�"��  !� '�� �%9 %"� �%��� �� � %("�� �! *���� 7 ,57 , 8! � !"��!"�%( �( �!#� ' �!� (!��
��" !� � �(���� '� � � %�� & � !�� ���� ��" �%�#�(" '� � < 5� �%�� & #%���  �� � 	5�1+� � %��
 ,
8�� �%�") '�"� ' ��/�� "�%(  ��#�(" !""��('�� -� �%�� , 8�� �!#�� ' �!� (!�� �%(" '�� ����/
'��"�(�"� '�� ����/ '� :!9���!"�%( �" �%(" � %�( � (%�9��� ��� ��� ��� :�%� !������ ,
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� �� � 7 ,5+ = �!#� ' �!� (!��

� �� � 7 ,5- = � �"%��(�� �(" ' ��(� � ���� '� �%�")
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� �� � 7 ,5� = 0%�( � �( �!#�

� �� � 7 ,57 = � �"%��(�� �(" ' ��(� � ����  !� �( �%9 %"
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2!( � ��  �% �)') & %( ! '%(� �( ��!(' (%�9�� '� #!��!9�� '� �%("�� �� '�� %(�9�� �" �(  �% �)')
!���� �%� ��/� 	�%� �( �!"�%( � �" �%�9�(!��%( � �!� �%((� �
 ,
� �� �� ��� ���� ��� �� �����

�3!��� � ���� '� �%�") :!�" � �%9 
 �" ' ��(� (%"!"�%(  !� �( ��!'��� ��� +�  %�("� , �( ��!'���
��" �( "��3(����( �3!��) ' �)#!���� �! ��!��") '� �%�") ! ��� !� (!�� , ��""� (%"!"�%( �!(�"�%((�
�� �%�" � !�� !� ��� � �!� ��"  34 ����� '� �! � ���� , 8�� ������ ��� %9"��((�(" �(� (%"� �� )������
< 57  %�("� ���%�#�(" �(� 9!('� #��"� , 8�� ������ ��� %9"��((�(" �(� (%"� �%� ���� �("�� 5+ �"
57  %�("� ���%�#�(" �(� 9!('� 9��(� & �" �� ��" �� %�"!(" '� �%����(�� ��� ��""� 9!('� 9��(�  ��"
�!(�"�%((�� �( �)��� '):!�" ' �!� ��" ��� �( :�%� !��  !� !������� �/�����(" , 8�� 9!('�� #��"�� �"
9��(�� �%(" ���� �"�)�� ��� �! *���� 7 ,5� ,

� �� � 7 ,5� = � !('�� #��"�� 	< �!��3�
 �" 9��(�� 	< '�%�"�

���" %� 9��( & "%� � ��� '��/ �%(" ' �!�"3�("����� �%�") '%(" � ���� � �(���� ��" '� � � %�� ,

8! �%����� '� �! 9!('� ( �! !���( �!  %�" !#�� � ���� '� :�%� !�� (� !#�� �(� "4 %�%��� '� �%�" ,
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8�� ������ ��� ( �!""���(�("  !� �! (%"� '� 5+ �%(" ��!(" < ����� ��"��)�� '�� �%"� �%�") �"
'��"�()�� < �! :!9���!"�%( '� :�%� !��� :%('� � 	"��� ��� 8! #!�3� ��� ��" & �� � ��� & �" !�"���  �%'��"�
'� � �� ��(� '� � �%� � � �� < 8%( �1��10!�(���
 ,

8�  ��/ '� #�("� ' ��( �%�") < 9!('� #��"� ���!  �� � �� %�"!(" ��� ���� � ' ��( �%�") < 9!('�
9��(� , 8!  ��"� *(!(����� ���! �(�%��  �� � �%( �)���("� �� �� :�%� !�� ! �(� (%"� �(:)������ < 5+
�" (�  ��" '%(�  !� $"�� �%( ��')�) �%��� '� �%�") , 2 )"��"�� ��� )#�("���� '):!�"� '� �%�")
��" '%(� )�%(%� ����� �(" ����("��� ,

� �� � � ������ ����� �� ������ ��������� ��� ���� ���� ����� �� ����� �

8! *����� �%�") ��" �%( �"�"�)� '� =
� -+�� �/ �%�"!"�%( � �!�"�����
� 56� !"������ '� :!9���!"�%( 	��� :�� �"�����

� +� �("�� ����� ' �!� (!��
8� �%�") ! �(� :%�"� #!���� !
 %�")� ��� �! � !"����  ��� ����  ����� ��� �� #�(' !�"%�� '� 5� 1

+� ���%� �� � ��% , �� ��" '%(� ' ��( ��!(' �(")�$" )�%(%� ����  %�� �� ���! ,
8� ���� ! )") ��)) �( 56�7 �%� � �� (%� '� ��� 	�%� �") ���3(���� '� �%�")
 & � ���" �(�

!��% ��!"�%( �)���  !� �! �%� '� 56� 5, �� �� �%�� +6 �!�!��)� �) !�"�� !�"%�� '� '��)��("�� !�"�# �")� &
'%(" =

� �( ���#��� ' �!  �� "��3(���� :%�� ) '� 5� "��3(����( � �/ ��"� �(  �%'��"�%( '� �!�" & "��31
(���� :�%� !���� �" ��!��") '� �%�") ,

� �( �!9 %�!"%��� '� �%("�� �� !(!�4"���� �" ���#��� ���� �("� 8!�"����� �� �%4!(" �  ���%((�� ,
� �( �!9 %�!"%��� ' �!(!�4�� ��( �%������ !(�� )  !� �(� � )��!���"� '� �! ��!��") %��!(%�� "����

'� �%�") ,
� ."�'�� �"!"��"����� �" :%(' '%��� �("!��� % ��� !(" - �!�!��)� ,
8� ���� !����� !� ���( '� �! * ����� �%�") �( �� �� '� �%( ���� �" ' �!����"!(�� "��3(���� , �� !

 %�� � ����%( ' �!� )��%��� �! � !�"���� '� �! ��!��") '� �%�") '� ��� �!  �%'��"�%( '� �!�" 
� ��� �!�
 �%'��" *(� & "%�" �( ��� ��"!(" �� ������ �(" '� � ��  ���!"�%( ' �� ����(� ,

�� �)!���� !� ��� ��� !(!�4��� '� �%("�� �� '� :!9���!"�%( �" '�  �%'��" *(� ,
�� �� ��"�� '��  ���"!"�%( � '� ���#���  %�� �! ���#����!(�� & �! � !�"���� �" � �!� )��%�!"�%( '� �!

��!��") '� �%�") !� ��� '�� :�� �"����� , �� %��!(���  !� !������� '�� �/ )��� �("!"�%( � "��3(%�%1
������ & '�� �/ ��"���� %��!(%�� "����� �"  �% %�� �(� !�'� < �! � ��� �(  �!�� ' ��(� ')� !��3�
' �� ����!(�� ��!��") ,

.(*( & �� ����  !�"��� � < �! #���!���!"�%( '�� �%((!���!(��� � )��*���� !� �%�") �" < �!
:%�� !"�%( '�� !�"���� '� �! * ����� , 8� �%������ � ��;�% 	�%������ % �( �%����  ��� �""!(" '� ��)��
'�� �4 �"�� �� ' ��(:)��(�� $%��
 ��" (%"!���(" �"����) '!( � ���"!�(�� '� ����� :%�� !"�%( � ,

.( �(")��!(" �! � )��*��") '� �%�") & �� ���� �/ ��� � ��� �%� )"�(��� !� ��� =
� '��  �%'��"���� '� �!�" 	"��3(���� '� "�!�"� & � !")���� �" 34���(� '� "�!�"�

� '�� :�%� !���� 	!�'�" '� :!9���!"�%( & '�!�(%�"�� & ���#� !(!�4"���� �" �!(�"!��� & ��'������ �("

'� :!9���!"�%( & �%( ���� �( )��� �� �(" & �%("�� �� ��!��")

� '�� !� (���� 	'�!�(%�"�� '� �!#� & �%("�� �� �!(�"!��� &  �%* � ��( �%���� & �/ ��"��� %��!(%�� 1

"����

� '� � ��( ���9�� '�� !�"���� '� �! * ����� 	)�!9 %�!"�%( '� �):)��("���� & �%("�� �� � )"�%�%����� &

�/ )��� �("!"�%( & �(:%�� !"�%( & :%�� !"�%( 

;!� !������� & �! �%����"� '�� '%(()�� ������ '� � �!�"�#�") ' �!����"!(�� "��3(���� & ���� "�!�"�� �("

�"!"��"���� �" ���� ���"�"�"�%( )�!9 %�)� %��("�� ���3(���� '�� ��%� !��� �%�"%�� 1 +��� & '%((�("
!� ���� �( �� �� ��("�!���!"��� , �� �! �"!���� ��� �%((!���!(��� �" ��� !(!�4 ��� '�� "��3(����( � �"
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 %���'� �(� 9!�� '� '%(()�� �%( �)���("� ��� � ��/ ��"��� �" ��� !(!�4 ��� '� '%� !�(� , ;%��  �� � &
' ��(:%�� !"�%( ��� �� ���� & %(  ��" �� ��:)��� < ���� ��"� ��9 = 3"" =>>��� ,�� !���%�"� ,�%� >

� �� �� �� � ��� �� � ���� �� ���� ���
;����� ��( �%�") � !� (%") �("�!�(� �(�  ��"� )�%(%� ���� �%( �)���("�  %�� �� :�%� !��� & ��

��" ()����!��� '�  �)#%�� ��� �!�!�")���"����� '� �%�") !*( '� ���"�*�� ��� )#�("������ �������
�%�� '��  �%�3!�(�� :!9���!"�%( � , � ���"  %�� ��""� �!��%( ��� ��""�  �)#���%( '%�" �� :!��� !#!("
� �!� (!�� �!� �� �( #��� '� :!9���!"�%( �/ ��"� '!( � �! :�%� !����� & %( (�  ��" !""�('�� ��� ��
:�%� !�� �%�" !� ()  %�� ')"��"�� ��� )#�("���� '):!�"� , 8 �!� (!�� '��!(" !� � �(���� � �%�� & �!
 ��"� )�%(%� ���� ���!�" )(%�� � ,

;%�� ��""� �!��%( ���  �)'��"�%( � '�� �!�!�")���"����� '%�#�(" �� :!��� ��� ��� '%(()�� '� :!1
9���!"�%( < +� 3����� 	� ���"1<1'��� ��� ���  �)��#�� �("� �� ��"�)� ��� �� :�%� !�� 
 ��(�
 �" !#�� ���
'%(()�� '�  �)1!� (!�� 	��� �%(" �� ��"�)�� ! ��� 57 
%��� ' �!� (!�� �3�� �� :�%� !���
 ,

8� ���� ! �( �� �� '� :%�� !"�%( !� ��� '�� 
 ��(�� :�%� !���� , �� ��" '%(� �� %�"!(" '� �! �1
"!����� �! �%((!���!(�� !������ �" '�  %�#%��  �)��("�� �� �!��%((�� �(" !��!(" !#�� ���  �)'��"�%( �
�� ��"�)�� !*( '� "�!( ���""�� ���� �!#%��1:!��� ,

� �� �� ��	� �����B � �B�����
B 
� ��� 
����B

2� ���  �� ������ !(()�� & �� ���� � ��(")����� < � �!(!�4 �� �" < �!  �)'��"�%( '�� '):!�"� , 8�
���� ! ')
 < "�!#!���) ��� ��  �%
 �" ��2.� 	�(!�4 �� '�� � %'�� '� 2):!���!(�� & '� ����� .� �"�
�" '� ����� ���"���")�
 & �� ��� ��� ! !� �()� < :%�� !����� ����� �%((!���!(��� �" ���� �/ ��"��� �%� �
:%�� � '� ������ ')���#!(" � ��($��(�� ' ��(  !�!� �"�� ��� �( '):!�" , 8�� '):!�"� %���%��% � 1 +��� &
�%(" ��!("�*)� �( "��� � '� '�� �(�"�%( %� ' �!��� �("!"�%( '� ������ ' �!  !��"�%( #!��!9��  !�
#!��!9�� , ��� �%((!���!(��� %(" )") �(")��)�� '!( � �( �4 �"�� � �/ ��" ��!������ ,

8�� �)���"!"� '� �� �4 �"�� � �/ ��" ( �%("  !� )") �!"��:!��!("� �!� �� �4 �"�� � '%((!�" �( �%�"��
"%�
 %��� �( ������ � !/�� !� ' �!  !��"�%( '� '):!�" , �(  ��"  �( ��� ��� ��" )�3�� ��" '� < �(
� !(��� '� �%((!���!(�� ��� ��� �("��!�"�%( � �" < �(� � )"3%'� (�  ��� �""!("  !� ��� (�!(��� ,
.( ���" & ��� ���9��� '� ���� %(" �(� �%((!���!(�� !����  �)���� '��  %�("� ���"����� �!�� ���
�%((!����(" � %�( � 9��( ��� �)�!(����� ' ��("��!�"�%( �" '� �%� �( �!"�%( �("�� ��� #!��!9��� ,

8! *���� 7 ,5� �%("�� ��� )"! �� '� �! :!9���!"�%( '� �%�") & ��� (�� )�%� �('����(" ��� '�� )1
��("� )�)� �("� '� ��""� :!9���!"�%( =
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5, 8 �!"����� '� :�%� !����� = �� ������ ��) < � �!"����� ��" '� < � �!����� 	�!")���� & 3�� �'�") & 341
���((� & , , ,
 '� �! :�%� !����� & �( �� �" & %( �%( �"!"� ��� ���"!�(�� :�%� !������ �%("  �� �
��( ��9 ��� < ���"!�( � '):!�"� ,

+ , 8� �!�" = �� �!�" �"����) ��" !� ��� �( :!�"��� ')"��� �(!(" & %( (%"� �(� '�� )��(�� "��� �� 1
 %�"!("� �("�� �� �!�" ' �)") �" ���� � ' �3 �#�� �!� �� �!�" �%���� %(' ��� ��"�#�� �(" < �(�
!��� �("!"�%( '�� #!�3��  !� 3��9 � %�  !� :%�( ,

- , 8! � !"��!"�%( = '�� '):!�"�  ��#�(" !  !�!�"�� ���%( �! ��!��") '�� ��#!�( � �"����)� �%�� '�
�! � !"��!"�%( ,

� , 8! :!9���!"�%( '� :�%� !�� +� 3����� = �! :!9���!"�%( '� :�%� !�� ��" �(� )"! � "��� �� %�1
"!("� , 2 �  �� � & '� (%�9��� ��� �(:%�� !"�%( � �%(" '�� %(�9��� ��� ��""� )"! � �!� 9 �!��%� 
' �!(!�4 ���  34���%1�3�� ����� �%(" :!�"�� < +� 3����� , ��""�  3!�� ��"  ��� %�'�!�� �!� �� 4 !
9 �!��%� '� #!��!9��� '� �%("�� �� , 0��%( ��� �/ ��"�

70%
'� �! ��!��") '�  �%'��" *(!� ��


 %�� < ��""�  3!�� ,
7 , 8�  �)!� (!�� = ��  �)!� (!�� ��" ����"�)  !� �! :�%� !����� & �" �(� �)��� '� "��"� ��" �� ��"�)�

< 57 
%��� ,
� , 8 �!� (!�� =  �� ' ��(:%�� !"�%( � �%(" '�� %(�9��� �%�� '� � �!� (!�� '�� :�%� !��� , 8 �!� (!�� '�

�%�") ��" �( '%� !�(� "��� �����" & �� ��" '%(� �� %���9 �� ' �!#%�� '�� �(:%�� !"�%( �  34 ���%1
�3�� ����� �%(���(!(" � �!� (!�� '�� :�%� !��� , �� �('!(" � �3 ��"%����� '� � �!"����� ' �!� (!��
'%((� '�� �(:%�� !"�%( � ��� ��� '):!�"� �� ��� "�9 ��� ' �!  !�!�"�� '!( � ��" !"����� , 2 � "%�"�
� !(���� & �� 9�" '� �� "�!#!�� )"!(" '�  �)'��� ��� '):!�"� ��  �� � "�"  %���9 �� & �� (� ���!�"  !�
�!��%((!9�� ' ��"������ ��� '%(()�� , �(  ��" !� ��� (%"�� ��� ��� �/ ��"� ��"�� �(" � ��� %�"!(��
'� � �!� (!�� '!( � �! ��!��") *(!�� '� �%�") <

70%
,

� � �� � ������

� �	 �
 �
 � ����"� "� �� ���
8!  �� !�" '�� '%(()�� '�� %(�9��� �!�!�")����(" �( �%" '� � ����� & � ���"1<1'��� �!  �%'��"�%(

' ��( � %�� '!( � �( !"����� '%(() , �( �%( ��'��� �� ��� 4 ! �(� ���"!�(� 3%� %�)()�") �("�� ��� ������
' ��( � $�� �%�� ,

1er jour 15 30

Une meule (fromage 20h)

est prélevée au milieu du rayon

2 mesures effectuées : talon + milieu
Analyse (ES, GS, HFD,...)

Une autre meule (fromage 20h)

Analyse (ES, GS, HFD, ...)

2 mesures effectuées : talon + milieu

1 seule mesure effectuée entre le talon et le milieu
Analyse (ES, NACl, EvolES, ...)

et ainsi de suite ...

(Analyse non systématique) Meule de 15 jours

� �� � 7 ,5� = 2 )�%���� �(" '�� !(!�4 ��� ��� � ���� ��� �( � %��

8! *���� 7 ,5� �%("�� �� ')�%���� �(" '�� !(!�4 ��� :!�"�� �4 �")� !"����� �(" ��� �� :�%� !�� '�
�%�") , ��  �% �)') ��" �)!���) !�( �� = �(�  ��� ���� �)��� '� � ������ ��" :!�"� �( '��/ �('�%�"�
	������ '� �!4%( �" "!�%( � 
 '� :�%� !�� 
 ��(� , ���(�� 
 %���  �� � "!�' & %( ����"�� < (%�#�!� '��
!(!�4 ��� ��� �! � ���� '� 57 
 %��� ��� �!������ '�� !(!�4��� %(" ')
 < )") :!�"�� , ��� !(!�4��� ��

��� ���	
 ��� �� �	
� ��������� �� �� � ���� ��	��� �� �� ��	���
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:%(" �("�� �� � ����� '� :�%� !�� �" �%( "!�%( , �( ��� !���� ��� ��� !(!�4 ��� < 57 
 %��� (� �%("
 !� :!�"�� !� � $�� �('�%�" ��� ��� !(!�4 ��� '� :�%� !�� 
 ��(� , ����  ��"  %���  �%9��� � �!� ���
������ �%("  !�:%�� !���� 3)")�%��(�� = �� "!�%(  ��'  �� � ' ��!� ��� �� � ����� '� :�%� !�� ,

8 ���"�� !"�%( '�� '):!�"� �� :!�"  !� !(!�4 �� ��( �%������ & �����1�� ��" :!�"� �%�"  !� �( ��!'���
��� ��"�� � � ��� 4 ! �� '):!�" %� (%( '� � !(���� 9�(!��� & �%�"  !� �( 
��4 '� "��3(����( � �("�!�()�
���  ��" !�%�� '%((�� �(� )�3���� ' ��("�( ��") '� '):!�" , 8� 
��4 ��" 9 �!��%�  �� � *!9�� ���
�� ��!'��� ���� �!� ���%( ��� ��!'���� & ��� (%"��  ��#�(" #!���� '� � !(���� !���� �� %�"!("� ,
;����� �%( :!�" �! � %4�((� '�� (%"�� '%(()�� & �! "��3(���� '� 
��4 '%((� �( �)���"!"  �� � *!9�� ,
2 �  �� � & '!( � �� �!� '� 
��4 '� "��3(����( � & %( "�!#!���� "%�
 %��� ��� �! � $�� � ���� & �! "�!�!9���")
��" '%(� �!�!("�� �" ���  �%9��� �� '� � < � �3)")�%�)()�") ' ��( �%" ( ��/ ��"�("  �� � , ? )!(� %�( � &
���"!�( � :�%� !��� �%(" '�� ����� < (%"�� = ��� :�%� !��� :��!9��� �%(" :��� �� �!�� :�!����� & ���"!�( �
"��3(����( � #%(" ��� )#!���� �%��� :��� �� �" ' �!�"��� �%��� �%� � < �!� �� '� ���� :�!����") , �(
�� ��"�%�#� !�%�� !#�� '�� )�!�"� '� :��� �") �� %�"!("� �( �%�"�� , .( � %4�((!(" & %( !��! !�%��
"�('!(�� < (%"�� �� :�%� !�� �%��� (%�� !� !�%�� ��� ���� �1�� ��"  ��"�" :��� � , �� :!�" '%(� �!�'��
< � ��� ��" ��� ��� �)���"!"� '� � �!(!�4 �� ��( �%������ (� �%("  !� "%�
%��� "%"!��� �(" *!9��� ,

��""� !(!�4 ��  ��" $"�� :!�"� ��� �(� � ���� %� ��� �( �%" & '!( � �� �!� & %( �%( ��'��� �( ���"!�(
(%�9�� '� � ����� '� �%" �" �(� ��"�� !"�%( ��" :!�"�  %�� %9"�(�� ��  %����("!�� '� '):!�"� '�
�%" , 8 �!(!�4�� ��� �%" ��"  �%9�)� !"���� �!� ��� �/ ��"� �%( �"!"�(" �(� 3)")�%�)()�") ���(�*�!"�#�
�("�� ��� �('�#�'� � ' ��( � $�� �%" , ;%�� ��""� )"�'� & (%� � "�!#!���%( � !#�� ��� '%(()�� '� 
��4 '�
"��3(����( � ,

� �	 �
 �� � �� �������� "� "����� 

8�� '%(()�� �"����!9��� �%(" '� ��!"�� �%�"�� =

!
 ��� #!��!9��� �)��� !(" � �)"!" �( �"�!� = �� �%(" "%�"�� ��� #!��!9��� '�� %(�9��� !#!(" �! :!9���!1
"�%( '� :�%� !�� ,

9 
 ��� '%(()�� '� :�%� !�� < +�3 = �����  �%#��((�(" '�� !(!�4 ���  34���%1�3�� ����� :!�"�� ��� ��
:�%� !�� 
 ��(� , 8!  �� !�" '�� ������� �%(" ����"�)�� �( � ����� '� �!4%( �" �( "!�%( , ?%� �
(� ���  �)��("��%( � �� ��(� :%��  ����� ��� � �!��" '�� � $��� ������� < '��/ �('�%�"� '�� )��("�
'� :�%� !�� ,

�
 ��� '%(()�� '�  �)!� (!�� < 57 
 %��� = �����  �%#��((�(" '�� !(!�4 ���  34 ���%1�3�� ����� �� ��1
"�)�� ��� �� :�%� !�� ! ��� 57 
 %��� '�  �)!� (!�� , ��""� :%�� ��  �)��#�� �(" � �����"�� �("��
�� � ����� '� �!4%( �" �� "!�%( '�� :�%� !���  �)��#)� < +� 3����� ,

' 
 ��� �)���"!"� '� 
��4 '� "��3(����( � ! ��� � �!� (!�� '� :�%� !�� = �!  �� !�" '�� �!�!�")���"�����
)#!��)��  !� �� 
��4 '� "��3(����( � �%(" '%(()�� ��� �(� )�3���� �%("�(�� '� � < 5� , �(� (%"�
��" �(� ��"�� !"�%( ��( �%������ ' ��(� �!�!�")���"���� ,

8� "!9��!� 7 ,5 �)��� � ��� #!��!9��� �!�!�")���!(" � �)"!" �( �"�!� !�( �� ��� ��� '%(()��  �%#�(!("
'�� !(!�4���  34���%1�3�� ����� '� :�%� !�� < +� 3����� �" < 57 
 %��� , 8�� �)���"!"� '� � �!(!�4 ��
��( �%������ '� 
��4 �%(" '%(()�  !� �� "!9��!� 7 ,+ , �( 4 "�%�#� � �)�3���� �" ��� �!�!�")���"�����
)#!��)�� , ;%��  �� � '� ')"!��� ��� ��� '%(()�� & �� ���"��� �� �):����! < �! ���"�%( � ,+ '� � �!((�/�
� , ;!� �! ���"� & ��� #!��!9��� ���%("  �)*/)��  !� �+�

�
�%����� �� �%(" '�� !(!�4 ��� < +�3 �" �;�

�%����� �� �%(" '�� !(!�4 ��� < 57 
 %��� ,
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����") '� :�%� !��
� � ��" �!�) '� :�%� !��
� � ��" !� �� '� :�%� !��

���'�") '� :�%� !��
� � ��"  ���!(" '� :�%� !��

�/4'!"�%( '� :�%� !��
�� %�"!(�� '� �%�" '� ��%�"� '� :�%� !��

�� %�"!(�� '� �%�" �!(�� '� :�%� !��
�� %�"!(�� '� � !�#!�� �%�"

.�3���� �%("�(�� �( � %�� ��� '� :�%� !�� !� � %� �(" '� �! ')�� �"!"�%(
� (%"�� = !9 ��(�� ' �4��/ 1 5 < + 4��/
1 - < 7 1 ��

?%�9�� ' �4��/

� (%"�� =  �"�"  %�� 1  %�� 1  �"�"�
������ 1 ��%��� ������

�!���� '�� 4��/

7 (%"�� = !9 ��(�� 1 � < 7 1 �� 1  �"�"�
 �!�� 1 �%(� � ���� "�%� �

;�"�"� "�%� �

7 (%"�� = !9 ��(�� 1 � !�:%�� )� 1 
�1
� ��)� 1 ���"��/ 1 !�"��

�%�� � '�� 4��/ !(%�� !�/

7 (%"�� = !9 ��(�� 1 5 < + 1 - < 7 1
(%�9���/ 1  % �3� '� 9 ���

� ��

7 (%"�� = !9 ��(�� 1 5 < + 1 - < 7 1
��� 1 (%�9��� ���

8!�(���

7 (%"�� = !9 ��(�� 1 5 1 + < � 1 ��7 1
(%�9��� ���
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��� � 7 ,+ = ��!��") '� �%�") = )#!��!"�%( � '� 
��4 '� "��3(����( �

� � �� ������������� ��� �����
� �	 �� �
 �� 	���� �  ��	�  �� �� �� �� "� "�������� �������� 
!
 8�� #!��!9��� ' �)"!" �( �"�!� = �� �%(" "%�"�� ��� #!��!9��� (� �%(���(!("  !� '����"�� �(" �!

:!9���!"�%( '� :�%� !�� = �! �!��%( 	��� ��" ')"��� �()� �( :%(�"�%( '� �%�� '� � �!(()�
 & �!
��!��") '� �!�" �" � �!"����� '� :�%� !����� :!9����!(" �� :�%� !�� �" � �!(()� '� :!9���!"�%( ,
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�

 ��� �" ' ���"�� �� �� (�#�!� ' �!��'�*�!"�%( !""��(" '!( � �� :�%1
� !�� +� 3����� ! ��� �� � %��!�� & < �! *( '�  �%����� � ' �!��'�*�!"�%( , . ���  ��� �" ' �!'! "��
�� ()����!��� � ��( ��� �(��� �(" !  %�"���%�� , 8��  

�
)��#)� !��� �("�(" �� ������ ' �!  !��"�%(

'� :�%� !��� ���"��/ ,
� � 	��� "� �� ����� ����� � = �� �!����  ��� �" '� 
���� � �3%� %�)()�") '� � �!��'�*�!"�%(

!� ���( '� �! � ���� �" '%(� '� ') ��"�� '�� !(%� !���� ' �!��'�*�!"�%( &  ��(�� !��� �(" '!( �
�! �%(� ��( ��9 �� '� "!�%( , 8�� :�%� !��� �!� !��'�*)� �( "!�%( �%("  !�"��������� �(" ��( ��9 ���
!� '):!�" '� ���"� ,

� ��	�� �� �"��� �� � ����� "� ����� ����� ���� � = ��""� � �����  ��� �" '� �!#%�� � ���
���"� %� (%( '�� ������ '!( � �� :�%� !�� , 0 ��� �( ���"� & ���! ���(�*� ��� � �!��'�*�!"�%( '��
��#!�( � ! )") �(�%� ��"� , ��� ������ �)��'���� ������(" ' �$"�� �%( �%��)�  !� '�� 9!�")����
�(')���!9��� !� �%��� '� � �!� (!�� ,

� ����� ��  �	 ����� ���� = �! #!���� ' ��/"�!�" ��� '%((� �(� �('��!"�%( ��%9!�� '� �! ��!("�")
'� � !"����� ���3�� '� :�%� !�� 	 �%")�(� & � !"����� ��!���� & � �()�!�/ & �����'�� & , , ,


� � ��  ��  �	 ����� ���� = �� ��!� ��� ���  ��� �" '� �%((!�"�� �! ��!("�") '� � !"����
��!��� ��"�(�� '!( � �� :�%� !�� , ;!� �%( �)���(" & ��""� � ����� ���" < !'! "�� & !  %�"���%�� &
� �)��)� !��  !�"��� '� �!�" � �� �( 	�#�� , 8�� �0 :!�9��� :!#%����(" ���  �"�� :��� �� �" ��!1
(���� ��� , 8�� �0 )��#)� :!#%����(" ���  �"�� < �%( ���"!(�� � %��� & ��� 9 ��� & ��� �!�(���� �" ���
�%�"� (��"��� ,

� ���� ���� = �� �!����  ��� �" ' ���"�� �� � �)�%�""!�� �)�� ' ��( :�%� !�� & ���"%�" �%����� �0
#!��� , ��""� � ����� ��" :%('!� �("!��  %�� ��� �/ ��"� �!� � �3�� �'�") '� :�%� !�� ')"��� �(�
� �)#%��"�%( �(�4� !"���� �" � ���%9��((� '� �!  �"� !� �%��� '� � �!� (!�� & !�( �� ��� ���
 �% ��)")� '� "�/"��� , 8��

�
�2 )��#)� :!#%����(" ���  �"�� < �%( ���"!(�� � %��� & ��� 9 ��� �"

��� �%�"� !� ��� , .( ��#!(�3� & �(�
�
�2 9!��� ���! :!#%�!9�� !�/  �"�� :��� �� �" ��!(���� ��� &

#%��� ��� �!�(���� ,
� � 	��� " ���� ����� ������ � = ��  ��� �" '� �%((!�"�� � �3)")�%�)()�") '� � �)�%�""!��

'!( � �! � ���� , 8�� :�%� !��� < "!�%( 3�� �'� �%(" �( �� �"  !�"��������� �(" ��( ��9 ��� !�/
%�#��"���� ���"�� ��� �" �3!��)�� ,

� �� �	 ��� "�� � ������ ��  �	 "���� �  � ����� ������ � =  !� �� �!���� & %( )#!��� ��
'���) '� � �()�!���!"�%( "%"!�� '� :�%� !�� , ��""� � ����� ! )") *(!��� �(" !9!('%(()�  !�
�� ���� �!� ���� (� ���9��  !� "��� *!9��  %��  �)#%�� �! ��!��") *(!�� '� �%�") ,

� �	��� ��� "� �� ���	 ��� �� ��� ���"� � ����� ���� � = �� '%�!�� '� ��""� �(�4� �  ��1
� �" ' ���"�� �� ��  %"�("���  �%")%�4"���� '� �! � ���� , . ���  ��� �"  !� �%( �)���(" ' �)#!����
� �! "�"�'� < �! �%( ���#!"�%( '� :�%� !�� , 8�� 8�; )��#)�� :!#%����(" ���  �"�� ��!(���� ��� &
#%��� � $�� �! �!�(��� ,
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� � ���
 ��� � = ��  

�
��" �( :!�"��� �� %�"!(" '� � �!� (!�� = �(  

�
)��#) :!#%���� ��

')#��%  �� �(" � ���%9��( �" � �!�"�# �") �(�4� !"���� ,
� ��������� "� � ����� ��� �� 
� � ��� ���
 ����� � = � �)#%��"�%( '�  

�
'��!("

��� 57  ��� ���� 
 %��� '�  �)!� (!�� '%((� �(� �('��!"�%( ��� �! �%( �%�� !"�%( '� � �!��'�
�!�"����  !� ��� 9!�")���� �%�� '� � �!� (!�� ,

� ����� ��  �	 ���
 ���� = �! #!���� ' ��/"�!�" ��� '%((� �(� �('��!"�%( ��%9!�� '� �! ��!("�")
'� � !"����� ���3�� '� :�%� !�� 	 �%")�(� & � !"����� ��!���� & � �()�!�/ & �����'�� & , , ,


� ��������� "� � ������ ��  �	 ����� ��� �� 
� � ��� ���
 �������� = %( ��"�� � !�( ��
���  ��"�� ' ��!� '� :�%� !�� '��!(" ��� 57  ��� ���� 
%��� '�  �)!� (!�� , 2 ��  ��"�� ' ��!�
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 , 8�� �%('�"�%( �
'�  �)!� (!�� 	34��%� )"��� (%"!���("
 '%�#�(" !�%�� $"�� !
� �")�� ,

� ������ �� ��� � ���
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 ��� �" ' �)#!���� �!  ���� '� ��� �( �"�!�� '�� ������ , ;����� ��� 4 ! '�� )�3!(��� �("�� �! ��%�"�
�" �!  �"� & ��""�  ���� '� ��� ��" �� %�"!("� �!� ���� �%( �"�"�� �( :!�"��� ')"��� �(!(" '�
"!�/ '� ��� *(!� '�� ������ , 2 � :!�9 ���  ����� '� ��� ������(" '� :!#%����� � �!��)�)�!"�%( '�
�!  �%")%�4 �� �" '� �! :��� �("!"�%( "!('�� ��� '��  ����� '� ��� )��#)�� ������(" ' ��� $�3��
�! :��� �("!"�%(  �% �%(���� '� ��  �%'���� , 8� ��� ! !� ��� "�('!(�� < �)�3�� �� :�%� !�� &
� ���"1<1'��� < �� ��('�� � %�( � 3�� �'� ,

� ��� � "�� � ���� "� ���� ��� ���
 ������� �� � = ��  ��� �" '� �%� !��� �� �)���"!"
'�� "�(���� '� ��� ��� '�� :�%� !��� < '��)��("� (�#�!�/ ' �)�%�""!�� ,

� �	 �� �� ���� �� "� ���� � �� ����� �� �� ��	���	 ��� 
8�� "��3(����( � �/ ��� �(" � ��($��(�� ' ��(� #!��!9�� ��� �( '):!�" �( "��� � ' �!��� �("!"�%(

%� '� '�� �(�"�%( '� ������ ' �!  !��"�%( ' ��( '):!�" , 8! '�� �(�"�%( � !/���� '� ������ ��"
'�� )��("� '� ������ (�� & �( ���" �( ������ (�� ���(�*� ���  %�� �(� ���"!�(�  �!�� '� #!����� &
�! #!��!9�� �%(���()� ! �(� �($��(�� (��"�� ��� �� '):!�" , 8! '�� �(�"�%( � !/���� 9!���� ���
�3!(��� ' �!  !��"�%( ' ��( '):!�" , �� :!�" '%(�  ��('�� �( �%� "� �� :!�" ��� ���%( �! #!����
' ��(� #!��!9�� & �� ������ �)���"!("  ��" $"�� !��� �(") & '�� �(�) %� �"!"�%((!��� , 8! *���� 7 ,56
�� �)��("� � ��($��(�� '� � �

�
�� �'�") '� ��%� !�� 2)��!���) 	��2 
 ��� �� '):!�" ;�"� ���� �

�%� !�"� 	;�� 
 & "�� �� ��� )"!�" :%�� !���)  !� ��� "��3(����( � , . ���  ��" �%���� %('�� < �! �����
���#!("� = �;�� � � �

�
�2 ��" :%�" & !�%��  �� � �!  �"� ��" � %����

52 54 56 6055

Pâte normale

Pâte ferme

Pâte molle

� �� � 7 ,56 = �($��(�� '� � �
�
�2 ��� �! :��� �") '� �!  �"�

8�� "��3(����( � '� ���� �%( ��'��� ��� � �
�
�2 ! �(� :%�"� �($��(�� ��� �! :��� �") '� �!

 �"� & �� :!�'�! '%(� �( "�(�� �%� "� �%�� '� � ��"����!"�%( '� ��""� #!��!9�� , �� �('!(" �! :%�"�
�� �)����%( ��" �(  �%9��� � (%( ()�����!9�� , 8 �

�
�2 ! �(� �(���"�"�'� '�

0.6
�!� ����  �%#��("

'� �!���� ���#!(" =

HFD =
100 − ES

100 − MG
∗ 100

�� :!�" '%(�  ��('�� �( �%� "� � ��� �)����%( '� � ��/"�!�" ��� �" '� �! � !"���� ��!��� '!( � ��
�!���� ' ������� ,

�( !�"��  !�!� �"�� �(")����!(" ��" ���� � '� �! �!��%( = ���%( ��� �! �!��%( �%�" � �)") %� � �3 �#�� &
��� #!�3�� �!(��(" '� � �3��9 � %� '� :%�( , �(� !��� �("!"�%( �%("�(!(" '� � �3��9 � '%((� �( �!�"
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'� � �������� ��!��") �� ��( �!�"  �%#�(!(" ' ��(� !��� �("!"�%( 9!�)� ��� �� :%�( , 8! �!��%( ( ���"
 !� �(  !�!� $"�� ��� ������ %(  ��" �("��#�(�� � !�� �� ��" �� %�"!(" '� �� �%( ��')��� �!� �� ! �(�
�($��(�� ��� �� ������ ' �!  !��"�%( '� '):!�"  �"� :��� � �%� !�"� ,

Mois5 91 12

FoinHerbeFoin
Pâte normale

Pâte molle

Pâte ferme

� �� � 7 ,+� = �($��(�� '� �! �!��%( ��� �! :��� �") '� �!  �"�

8! *���� 7 ,+� ���� �"�� � ����" '� �! �!��%( ��� �� '):!�"  �"� :��� � �%� !�"� & �� �('!(" �!
�!��%( ��" � %�( � ')"��� �(!("� ���

�
�2  !� �/�� �� & !#�� & �%�� � 3����� �� �%( �)���(�� & �!

 %���9 ���") '� :!��� '� 9 %( :�%� !�� �!( � '):!�" � $�� !#�� '� �!�" ' �3�#�� ,

� � � ��� ��� ���
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%
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� �( ����
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 �! :�
� �") '� :
%� !�� !� () <  !
"
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� !"%( � ' � %( 9 ���

!#!(" !� (!�� ,
� %9"�( 
 �(� � �����
� 	%((!��!(	� '�� ("�
!	"%( � ,
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� ��%( � ' � %( 9 ��� %(� �(� �
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�9 ��) �� '�� (	�
���'��

� %
��(��� & � ��
�� 
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 %9��( 
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ŷi =
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j=1

W jCj
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W j
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ŷi =
{
j = argmax

(
W j
)
|j = 1 . . . m

}
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ŷi =

m∑
j=1

αCj

area(Cj
α)

m∑
j=1

area(Cj
α)

?� 2�@

(�
m

!�" &! �(*5#! /! �()�0!��!*5&!� 7()� /��� &� .�#"%"%(� '
α = W j !�" &! �%$!�)/ 4� "%$�"%(� #+�)&"��" /! & 4!��!*5&!

j
'
αCj !�" & 4�5� %��! /)  !�"#! /! -#�$%"+ /!

Cj
α
'!"

Cj
α

)� �()$!& !��!*5&! 7() ' /+6�% < .�#"%# /!
Cj  (**! 9

µC
j
α(xi) =

{
µ(xi) if µCj

(xi) ≤ α
α sinon

� 2 * (C!��! /!� * �8%* � :� �(#"%! $�)"
ŷi = mm

?6-)#! � 2�@ 2 D!" (. +#�"!)#  (��%/,#!�!)&!* !�" &! �!-* !�"  (##!�. (�/��" �) �%$!�) / 4� "%$�"%(� * �8%*)* 2 �)��% ' %& "#�0$�%&&! .#%� %.�&!* !�" �) �!%� / 4)� "!#* ! &%�-)%�"%1)! 2
 2 �)-!�( D!" (. +#�"!)# )"%&%�! &� * �*! A(#*)&! 1)! . ()# )�! �(#"%! �!""! ?+1)�"%(�

� 2�@ ' * �%�
Cj #!.#+�!�"!  !""! A(%� &! * %&%!) /) �(C�) /) FB�

j
2

� ��� ������� � : 4(. +#�"!)# /! /%� (� "%(� !� &(-%1)!  &���%1)! !�" &! �> 2 B� &(-%1)! 7()! ' &�/%� (� "%(� . !)" �"#! &! * �8%*)*
����� �� 
�� � >� !��!*5&! 7() !�" /+6�% .�# �� A(� "%(� / 4�..�#"!��� ! 2 >� .(%�" /!& 4)�%$!#� '

x
' �..�#"%!�" < )� !��!*5&! '

A
�$! )� /!-#+ / 4�..�#"!��� ! '

0 ≤ µA(x) ≤ 1
2:� 6-)#! � 2� *(�"#! )� !��!*5&! 7() /! A(#* ! "#%��-)&�%#! 2

��� � :� * +";(/! ��� � �%-�%6! � %#�" �--#!-�"! �;!� ��A!# 9 !&&!  (��%�"! < �..&%1)!# &� (*. (�%"%(�
sup−min

< &� #!&�"%(�
R

2 �� !G! ")! % % )�! %�A+#!� ! -&(5�&! .)%�1) 4(� �..&%1)!-&(5�&!* !�" & 4%�A+#!� ! < & 4!��!*5&! /! #,-&!� /%�. (�%5&! 2 D!""! * +";(/! !�" .&)�  (*.&%1)+! <* !""#! !� �)$#! 2
��� �:� * +";(/! � ��� �%-�%6! � %#�" ��A!# �;!� �--#!-�"! 9 !&&!  (��%�"! < !G! ")!# &�  (*.(�%"%(�
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sup−min
#,-&! < #,-&! .)%� < �-#+-!# &!� #+�)&"�"� 2 :!� �C�",* !� /! #,-&!�  (�(� "%$!� )"%&%�!�" !""! * +";(/! / 4%�A+#!� ! 1)% !�" .�#"% )&%,#!* !�" A� %&! < * !""#! !� �)$#! .)%�1) 4(� . !)" %�A+0#!# &(  �&!* !�" ? 4!�" < /%#! #,-&! < #,-&!@

�������� 	 �����
������� � >�! A(� "%(� / 4�..�#"!��� !
µA(x)

/+6�%" . ()# "()" . (%�" /!& 4)�%$!#� &! /!-#+ / 4�..�#"!��� ! < & 4!��!*5&! 7()
A

�
�����
�� � :� �("%(� /! -#�/)�&%"+ / 4)�! .�#"%"%(� !�" &%+! �)8 �()�0!��!*5&!� 1)% &�  (��"%0")! 2 :� &�#-!)# /!  !)80 % %�7)!#� �)# &� -#��)&�#%"+ /) �C�",* ! / 4%�A+#!� ! 7()! 2 �$! 5 !�) ()./! �()�0!��!*5&!� 7()� ' (� .�#&!#� / 4)�! -#��)&�#%"+ 6�! 2 B� .#+�!� ! /! . !) / 4!��!*5&! 7() '/ 4)�! -#��)&�#%"+ -#(��%,#! 2
�	� ��	���� �� �
����� ��� � :! �C�",* ! /! #,-&!�

{Aj → Oj , j = 1, . . . , n}
#!�. ! "!& 4%�/+. !�/�� ! %�A+#!�"%!&&! � 4%& .#(/)%" !� �(#"%! &! A�%"

Oi
!� .#+�!� ! /) A�%"

Ai
!� !�"#+!

∀i = 1, . . . , n
9

∀i, Aio
⋂

j

(Aj → Oj) = Oi

���
�
��� ���� � : 4%�"!#.#+"�5%&%"+ !�" &� A� %&%"+ /!  (*.#+;!��%(� /!� #!&�"%(�� / 4!�"#+!� �(#0"%!� / 4)� �"�",* ! .�# )� !8. !#" ;)* �%� 2 : 4%�"!#.#+"�5%&%"+ !�" +$%/!** !�" )�! 1)�&%"+ �();�%"�5&!. ()# )� * (/,&! 2 �& A�)" �+��* (%�� -�#/!# .#+�!�" < & 4!�.#%" 1)! #%!� � 4!�" -#�")%" 9 & 4%�"!#.#+0"�5%&%"+ $%!�" /! &� �%*.&% %"+ /!� * (/,&!� ' !"  !""! �%*.&% %"+ * �*! &!)# %�"!#/%" !� -+�+#�& )�!;�)"! 1)�&%"+ /! #+�)&"�"� 2
��������� 	� ��	�� �

a → b =

{
1

�%
a ≤ b

b
�%�(�

��������� 	� ������ �
a → b =

{
min(1, b/a)

�%
a 6= 0

1
�%�(�

��������� 	� � ������� ����� �
a → b = max(1 − a, b)

��������� 	� � ���	�
������� �
a → b =

{
1

�%
a ≤ b

0
�%�(�

��������� 
��	�� � >�! %*.&% �"%(� #+�%/)+! !�" )�! %*.&% �"%(� . ()# &�1)!&&!
p → q

!�""("�&&!* !�" $#�% �% !" �!)&!* !�" �%
q

!�" �) * (%�� �)��% $#�% 1)!
p

�������� ��� � ?$(%# "0�(#* !@
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� �� �� � D 4!�" & 4(. +#�"!)# /!  (� (� "%(� &! .&)� �()$!�" )"%&%�+ ?�("�**!�" . ()# &!� #,-&!�/! � �*/��% !" . ()#  !#"�%�!� #,-&!� %*.&% �"%$!� -#�/)!&&!� 2

� �	�� ������ �

A ∧ (A → O) |= O

D! 1)% �%-�%6! 1)! &(#�1) 4(� � &� #,-&!
A

%*.&%1)!
O

!" 1) 4(� �
A

!� !�"#+! /) �C�",* !  (��%/+#+ '(� /+/)%#� &� �(#"%!
O

2

� �	�� ������ ��
���� �

A′ ∧ (A → O) |= O′

D! 1)% �%-�%6! 1)! . ()# )� A�%"
A′ ' (� !�"  �.�5&! /! /+/)%#! )�! $�&!)#

O′ /! & 4%*.&% �"%(�
A → O

2

��
��������� � >� !��!*5&! 7() !�" �(#* �&%�+ �% �) * (%�� )�! /!  !� $�&!)#� !�"  (*.&,"!0* !�" . (��%5 &! 2 D 4!�" < /%#! . ()# )� !��!*5&! 7()
A

'
∃x

"!& 1)!
µA(x) = 1

2

����� � �� �.. !&&! �(C�) / 4)� !��!*5&! 7()
A

/+6�% .�# )�! A(� "%(� / 4�..�#"!��� !
µA(x)

'& 4!��!*5&! /!� $�&!)#� "!&&!� 1)!
µA(x) = 1

2

�����
2D

� �� �.. !&&! �(C�)
2D

/ 4)�! #,-&!
Ai ∧ Bj → Oi,j

&� �(�! !� /!)8 /%* !��%(�� 1)%�..�#"%!�" �) �(C�) /!
Ai

!" �) �(C�) /!
Bj

? A 6-)#! � 2 @ 2
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� � � 2 9 = (C�) �� /!
Ai ∧ Bj → Oi,j

�� 
����
 ��� ����
ET

� (. +#�"!)# /!  (� (� "%(� ' �("+
∧

' &!� .&)� !*.&(C+� . ()# &!� �C�",* !�/ 4%�A+#!� ! 7()! �(�" &! * %�%*)* !" &! .#(/)%" 2
�� 
����
 ��� ����

OU
� (. +#�"!)# /! /%�(� "%(� ' &!� .&)� !*.&(C+� . ()# &!� �C�",* !� / 4%�A+0#!� ! 7()! �(�" &! * �8%*)* !" &� �(** ! 2

��
������ 
��� ��
�� �:� .�#"%"%(� /! &� $�#%�5&!
Xi

�!#� �.. !&+! )�! .�#"%"%(� 7()! A(#"! �%
∀x ∈ Xi,

∑

j

µAi
j
(x) = 1

2
:� 6-)#! � 2� %&&)�"#! )�! .�#"%"%(� 7()! A(#"! 2

5

0
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A
!�" )�  (!�  %!�" +$�0&)��" < 1)!& . (%�"  !" +$+�!* !�" !�" . (��%5 &! 2 D!� $�&!)#� �..�#"%!��!�" < & 4%�"!#$�&&!

[0, 1]
2 >�
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+$+�!* !�" /(�" &� * !�)#! /! . (��%5 %&%"+ !�" +-�&! <
1

!�" . (��%5 &! 2 F% !&&! !�" +-�& <
0
' �&(#� %& !�"%*. (��%5 &! 2?$(%# ���!8! � .()# .&)� /! /+"�%&� �)# &� ";+(#%! /!� . (��%5 %&%"+�@

������ ���� ��
����� � :� .(��%5 %&%"+ -�#��"%! ?() * !�)#! /! . (��%5 %&%"+ -�#��"%!@ / 4)� +$+�!0* !�"
A

!�" )�  (!�  %!�" +$�&)��" < 1)!& . (%�"  !" +$+�!* !�" !�" -�#��"%! . (��%5 &! 2 D!� $�&!)#��..�#"%!��!�" < & 4%�"!#$�&&!
[0, 1]

2 >� +$+�!* !�" /(�" &� * !�)#! /! . (��%5 %&%"+ !�" +-�&! <
1

!�"-�#��"%! . (��%5 &! 2 F% !&&! !�" +-�&! <
0
' �&(#� %& !�" �!)&!* !�" . (��%5 &! 2

� 
�	��� � D 4!�" )� (. +#�"!)# /!  (� (� "%(� �("�**!�" )"%&%�+ . ()# &!� #,-&!� %*.&% �"%$!� -#�0/)!&&!� * (/+&%�+!� �$! & 4%*.&% �"%(� /! �(-)!� 2
� �� �� 
��� �>�! #,-&! 7()! !�" /! &� A(#* ! �� � ! �!���� #�! #!� �! �
#��#
�� �	
�� � �!� #
�! #!� �! �������
�� 2:� �%")�"%(� ' �.. !&+! !�"#+! ' .#+* %��! () ��"+ +/!�" /! &� #,-&! ' !�" /+6�%! .�# )�!  (*5%��%�(�/! #!&�"%(�� /! &� A(#* !

x est A
. ()#  ;� )�! /!�  (*. (���"!� /) $! "!)# / 4!�"#+! 2 :� .�#"%! (� &)�%(� /! &� #,-&! !�" �.. !&+! �(#"%! /! &� #,-&! 2

��� � �55#+$�"%(� /! �()�0!��!*5&! 7() 2
��
��� �� �
� ��
 �� ������ � F(%"

O′ &� �(#"%! %�A+#+! . ()# )�!  !#"�%�! !�"#+!
A′ 2 B &&!/+. !�/ 5%!� !�"!�/) /! &� 5��! /! #,-&!� ?%*.&% �"%$! ()  (� (� "%$!@ * �%� �)��% /!� (. +#�"!)#�/ 4�-#+-�"%(� !" /! /+A)�� %6  �"%(� ' !" /! &� ��")#! /! &� �(#"%! 9 �!""! () 7()! 2 : 4�-#+-�"%(� /!�#,-&!� . !)" �"#! /%� (� "%$! ?#,-&!�  (�(� "%$!�@ ()  (�(� "%$! ?#,-&!� %*.&% �"%$!�@ 2

���������� �� 
�� � +1)%$�&!�" < !��!*5&! 7() 2
�����
� � �� �.. !&&! �).. (#" / 4)� !��!*5&! 7()

A
/+6�% .�# )�! A(� "%(� / 4�..�#"!��� !

µA(x)
' & 4!��!*5&! /!� $�&!)#� "!&&!� 1)!

µA(x) > 0
2

����� � � ��� ���	������ � �! #+A+#!# < &� /+6�%"%(� / 4%�/+. !�/�� ! %�A+#!�"%!&&! 2
����� � 	 ��� �
���� 
��� ��� � � FC�",* ! / 4%�A+#!� ! 7()! ?F�� @ 9 >� �C�",* ! / 4%�A+#!� !7()! !�" )�)!&&!* !�" A(#* + /! "#(%� 5&(  �  (**! %�/%1)+ �)# &� 6-)#! � 2� 2 :! .#!* %!# ' & 4+"�-! /!A)�� %6  �"%(� "#���A(#* ! &!� $�&!)#� �)* +#%1)!� !� /!-#+� / 4�..�#"!��� ! �)8 /%G +#!�"� !��!*5&!�7()� /! &� .�#"%"%(� 2 :! �! (�/ 5&(  !�" &! * ("!)# / 4%�A+#!� ! '  (��"%")+ /! & 4!��!*5&! /!� #,-&!� 2B�6� ' )� +"�-! /! /+A)�� %6  �"%(� . !#* !" ' �% �+ !���%#! ' / 4%�A+#!# )�! $�&!)# �!""! ' )"%&%��5&! !� (** ��/! .�# !8!*.&! ' < .�#"%# /) #+�)&"�" /! & 4�-#+-�"%(� /!� #,-&!� 2 �$! &!� #,-&!� %*.&% �"%$!� '& 4+"�. ! /! /+A)�� %6  �"%(� �! �!#� .�� A(# +* !�" �+ !���%#! 2
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� � :� "0�(#* !
>

!�" )�! �(#* ! "#%��-)&�%#! ���(  %+ <
(L,≤)

2
(L,≤)

+"��" )� !��!*5&!.�#"%!&&!* !�" (#/(��+ ?)� "#!%&&%� @ . (��+/��" )� �(**!" +-�& <
1>�! "0�(#* !

>
/+6�%! �)#

[0, 1] × [0, 1]
/���

[0, 1]
!�" )�! A(� "%(� /+6�%! �%��% 9

	 !&&! !�"  (**)"�"%$! 9
x>y = y>x

	 !&&! !�" ���(  %�"%$! 9
(x>y)>z = x>(y>z)

	 !&&! !�" * (�("(�! 9
a>b ≤ c>b

�%
a ≤ c

!"
b ≤ d

	 1
!�" +&+* !�" �!)"#! 9

1>x = x
	 0

!�" +&+* !�" �5�(#5��" 9
0>x = 0

�(% % 1)!&1)!� !8!*.&!� /! "0�(#* !� ?* %�%*)* ' .#(/)%" !" :)���%!$%"� @ 9
a>minb = min{a, b}

a>prodb = a.b

a>lukab = max{0, a + b − 1}:! * %�%*)* ' &! .#(/)%" !" &� "0�(#* ! /! :)���%!$%"� �(�" &!� "0�(#* !� &!� .&)�  ()#��"!� 2 �� . !)"�("!# 1)! &� "0�(#* ! /) * %�%*)*
>min

!�" )�! 5 (#�! �). +#%!)#! /! "()"!� &!� "0�(#* !� !8 %�"��"!� 2
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����  !""! .�#"%! /+/%+! < & 4+"�" /! & 4�#" ' �()�  (**!� !#(�� .�# )� #�.. !& �)# &� ";+(#%!/!� . (��%5 %&%"+� 2 ��/!; � "()" / 4�5 (#/ %�"#(/)%" &� �("%(� / 4!��!*5&! 7() !� ���� ���/!; 0 ������6� /! . ()$(%# #!.#+�!�"!# /!�  &���!� / 4(5  !"� /(�" &!�  #%",#!� / 4�..�#"!��� ! �(�" * �& /+6�%� 2B� A�%" ' (� #+�&%�! 1)! &!� (5  !"� * �& /+6�%� 9 �. !"%"� ' �(#�-! $%(&!�"� ' � ()&!)# #()-!� ' � �&* !� '
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 Π(∅) = 0

 Π(U) = 1

 ∀i ∈ I, I ⊆ N, Ai ∈ P (U),Π(

⋃
i∈I Ai) = supi∈IΠ(Ai)
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A1 ⊆ A2
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Π(A1) ≤ Π(A2)
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 Π(A ∪ Ā) = max(Π(A),Π(Ā)) = 1
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 Π(A1 ∩ A2) ≤ min((Π(A1), (Π(A2))
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supu∈U π(u) = 1
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∀u ∈ U, π(u) = Π(u)
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∀u ∈ U, πX(u) = sup

v∈V

πX,Y (u, v)

∀v ∈ V, πY (v) = sup
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πX,Y (u, v)
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∀(u, v) ∈ U × V, πX,Y (u, v) ≤ min(πX(u), πY (v))
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 ∆(∅) = 1
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π
9

∀A ⊆ U,∆(A) = infu∈Aπ(u)
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∆(A) = α
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πX(u) = 0
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x = u
!�" )�! $�&!)# %�"!#/%"! . ()#

x
2


 πX(u) = 1
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 N(∅) = 0

 N(U) = 1

 ∀i ∈ I, I ⊆ N, Ai ∈ P (U), N(
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N(A) = 1
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N(A) = 0
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A1 ⊆ A2
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N(A1) ≤ N(A2)
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 N(A ∩ Ā) = min(N(A), N(Ā)) = 0
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 N(A1 ∪ A2) ≥ max((N(A1), (N(A2))
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 Π(A) = 0
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N(A) = 0

9 /���  !  ��
A
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 Π(A) = 0
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N(A) = 1
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 Π(A) = 1
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N(A) = 0
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 Π(A) = 1
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N(A) = 1
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∀A ⊆ U,N(A) = 1 − Π(Ā)
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Π(Ā) = 0
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Ā
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Π(A) ≥ N(A),

max(Π(A), 1 − N(A)) = 1D! % �%-�%6! /(� 1)! �% & 4)� /!� /!)8 "!#* !� !�" %�A+#%!)# <
1
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Π(A) < 1
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N(A) = 0
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N(A) > 0
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Π(A) = 1
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(L,≤)
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>
!�" )�! A(� "%(� /!

[0, 1] × [0, 1]
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[0, 1]
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x>y = y>x
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(x>y)>z = x>(y>z)
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a>b ≤ c>b
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a ≤ c
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b ≤ d


 1
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1>x = x

 0
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0>x = 0
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a>minb = min{a, b}

a>prodb = a.b
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J
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J(α, γ) = sup{δ ∈ [0, 1]|α>δ ≤ γ}
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∀α, β, γ ∈ [0, 1]
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α>β
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β ≤ J(α, γ)
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∀α, β, γ ∈
[0, 1]

α>J(α, γ) ≤ γ
?� 2 @

J(α, γ) ≥ γ
?� 2� @

�%
β < γ

�&(#�
J(α, β) ≤ J(α, γ)

?� 2�@

J(α,α>γ) ≥ γ
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α < β
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J(α, γ) ≥ J(β, γ)
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J(α, γ) = 1
��%

α ≤ γ
?� 2�@

J(J(α, β), γ) ≥ α>J(β, γ)
?� 2�@

J(α, J(β, γ)) = J(α>β, γ)
?� 2��@

J(α, β)>J(β, γ) ≤ J(α, γ)
?� 2��@

J(1, γ) = γ
?� 2��@
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